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Introduzione

Negli anni 1990–94 Franco Tricerri ed alcuni elementi del gruppo locale di Firenze
organizzarono diversi seminari sulle varietà omogenee e sui gruppi di automorfismi
di alcune strutture geometriche. Tricerri stesso poi tenne un corso alla S.I.S.S.A.
di Trieste sugli automorfismi delle G-strutture, pochi mesi prima della sua tragica
scomparsa nel giugno 1994.

L’idea di stendere il presente libro è stata originata proprio per merito di quei
seminari e dalle note che Franco scrisse per il corso di Trieste (e di cui ci siamo
avvalsi per la stesura di parte del Capitolo II).

Gli obiettivi di questo libro possono dirsi due: uno consiste nel fornire una
esposizione, per quanto possibile organica ed elementare, di alcuni fatti che abbiamo
ritenuto fondamentali nella teoria dei gruppi di trasformazioni e che, peraltro, non
avevamo ancora trovato raccolti in un unico testo; d’altra parte volevamo anche
fornire una raccolta di risultati vari, più o meno classici, che possano rivelarsi utili
o almeno chiarificatori per quanti vogliano dedicarsi alla ricerca in questo campo.

È inevitabile che la lettura di un libro sui gruppi di trasformazioni richieda come
prerequisiti una certa dimestichezza con la teoria delle varietà differenziabili e dei
gruppi di Lie. Comunque, sperando di rendere l’esposizione accessibile al maggior
numero possibile di utenti, si è cercato di utilizzare in quasi tutte le dimostrazioni
(ad ovvia eccezione di alcune, di carattere più strettamente tecnico) solo proprietà
ben note e di patrimonio comune degli studenti dei primi anni dei corsi di Dottorato
italiani.

Il primo capitolo è dedicato allo studio delle azioni lisce di un gruppo di Lie
su varietà ed è centrato sul classico teorema di R. Palais. Il secondo capitolo
invece riguarda lo studio degli automorfismi locali e globali di strutture geometriche
assegnate ed è finalizzato alla dimostrazione dei teoremi di S. Kobayashi e di E.
Cartan e S. Sternberg. Il terzo concerne una descrizione alquanto dettagliata delle
azioni proprie, provando l’esistenza delle ”slice” ed il teorema dell’orbita principale.
Infine l’ultimo capitolo è stato dedicato alle varietà trasversali alle orbite, dette
sezioni, che esistono per una ampia classe di varietà Riemanniane ed il cui studio
riteniamo sia ricco di nuovi spunti per la ricerca.

Vogliamo sottolineare che questo excursus non ha alcuna pretesa di essere com-
pleto, ma solo di fornire una presentazione, auspicabilmente utile, di risultati basi-
lari.

Il pensiero di entrambi, misto di gratitudine, affetto e nostalgia, va naturalmente
al ricordo di Franco Tricerri.

Firenze, maggio 1996

Gli Autori
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§6.2 Varietà omogenee e fibrati principali 36
§6.3 La rappresentazione lineare di isotropia e gli spazi omo-

genei riduttivi 38
§6.4 Varietà omogenee compatte 40

Capitolo II – G-strutture e loro automorfismi 47

§1. Il fibrato dei riferimenti lineari e le G-strutture su M 47
§2. Connessioni e prolungamenti di G-strutture 54
§3. Prolungamenti dei sottogruppi G ⊆ GL(V ) e le algebre

corrispondenti 59
§4. {e}-strutture e i loro automorfismi: il Teorema di

Kobayashi 63
§5. {e}-strutture e le orbite degli automorfismi locali: il Teo-

rema di Cartan-Sternberg 69
§6. G-strutture infinitesimamente omogenee 75
§7. Equazioni alle derivate parziali e le varietà dei Jet 78
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CAPITOLO I 7

CAPITOLO I

AZIONI DI GRUPPI

§1. Prime definizioni.

Sia M una varietà differenziabile di dimensione n e sia G un gruppo di Lie.

Definizione 1.1. Diremo che il gruppo G agisce sulla varietà M , se è definita
un’applicazione differenziabile liscia, detta azione,

Θ : G × M → M

che soddisfi alle seguenti proprietà:
a) Θ(g,Θ(h,m)) = Θ(gh,m) per ogni g, h ∈ G ed ogni m ∈ M ;
b) Θ(e,m) = m, per ogni m ∈ M , dove e ∈ G denota l’elemento neutro di G.

Se Θ e Θ′ sono due azioni di G su due varietà differenziabili M ed M ′, rispet-
tivamente, e se f è un’applicazione differenziabile da M in M ′, diremo che f è
G-equivariante se per ogni m ∈ M e g ∈ G

f(Θ(g,m)) = Θ′(g, f(m)) .

Le due azioni Θ e Θ′ sulle due varietà M ed M ′ verranno dette equivalenti se esiste
un diffeomorfismo G-equivariante f : M → M ′.

Per semplicità di notazione, se viene assegnata un’azione Θ e se g è un elemento
qualunque di G, indicheremo con g(m) il punto Θ(g,m), qualunque sia m ∈ M . Una
varietà su cui è definita un’azione di un gruppo G verrà anche detta un G-spazio.

Si noti che un’azione di un gruppo G su una varietà M induce un omomorfismo
ρΘ : G → Diff(M) del gruppo G nel gruppo Diff(M) di tutti i diffeomorfismi della
varietà M .

Il nucleo di tale omomorfismo risulta essere un sottogruppo normale e chiuso di
G. Diremo che l’azione è effettiva se tale nucleo è ridotto al solo elemento neutro.
Se il nucleo ker ρΘ è un sottogruppo discreto, chiameremo l’azione quasi effettiva.
In ogni caso la seguente proposizione è di dimostrazione immediata:

Proposizione 1.2. Sia Θ un’azione di G su M e sia N il nucleo dell’ omo-
morfismo ρΘ : G → Diff(M). Esiste allora un’azione indotta del gruppo quoziente
G/N su M che risulta effettiva.

In virtù di questa proposizione, in seguito ci occuperemo principalmente delle
azioni effettive.

Typeset by AMS-TEX



8 F. PODESTÀ - A. SPIRO

Se m è un punto qualunque di M , ha senso considerare il sottogruppo chiuso
Gm di G dato da

Gm = {g ∈ G| g(m) = m} .

Tale sottogruppo verrà detto sottogruppo di isotropia in m e se per ogni punto
m ∈ M si ha che Gm = {e}, l’azione verrà detta libera.

Se m ∈ M , l’orbita di G, passante per m, è l’insieme

G(m) = {g(m)| g ∈ G}.

Notiamo che due orbite G(m) e G(m′) possono solo essere o disgiunte oppure coin-
cidenti; in tal modo, l’azione di G su M induce una partizione di M in orbite. Lo
spazio quoziente M/G, munito della topologia quoziente, verrà detto spazio delle
orbite.

Sarà oggetto di paragrafi successivi lo studio della struttura topologica e dif-
ferenziale di una singola orbita, da una parte, e dello spazio delle orbite, dall’altra.
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§2. Gruppi di Lie locali ed azioni locali di gruppi di Lie.

Definizione 2.1. Un gruppo di Lie locale consiste in una terna (U, e, U ′), dove
U è una varietà differenziabile, e è un punto base fissato di U e U ′ è un intorno aperto
di e in U , che possiede un’ operazione di moltiplicazione, ovvero un’applicazione
differenziabile

µ : U ′ × U ′ → U , (x, y) → xy

soddisfacente alle seguenti condizioni:

ex = xe = x

(xy)z = x(yz)

per qualunque x, y, z, xy, yz in U ′. Queste condizioni implicano l’esistenza di un
intorno dell’identità W ⊂ U ′ e di una applicazione differenziabile (l’operazione di
inversione)

ı : W → W , x → x−1

tale che xx−1 = x−1x = e per qualunque x ∈ W .
Una coppia di aperti Ũ ⊂ U e Ũ ′ ⊂ U ′ costituiscono una restrizione del gruppo

locale (U, e, U ′) se (Ũ , e, Ũ ′) è esso stesso un gruppo di Lie locale.
Infine, due gruppi di Lie locali (U, e, U ′) e (V, f, V ′) sono detti isomorfi se am-

mettono due restrizioni (Ũ , e, Ũ ′) e (Ṽ , f, Ṽ ′) ed un diffeomorfismo F : Ũ → Ṽ tale
che

F (e) = f , F (Ũ ′) = Ṽ ′ , F (xy) = F (x)F (y) ∀x, y ∈ Ũ ′ .

In analogia con le azioni dei gruppi, diremo che un gruppo di Lie locale (U, e, U ′)
agisce su M se è definita un’applicazione differenziabile

Θ : U × M → M

che soddisfi alle proprietà a) e b) della Definizione 1.1, per ogni g, h ∈ U ′.

Si osservi che se G è un gruppo di Lie e U è un intorno in G dell’identità e, è
sempre possibile determinare un intorno U ′ tale che (U, e, U ′) sia un gruppo di Lie
locale rispetto alla moltiplicazione in G. Anzi, si può dimostrare che ogni gruppo
di Lie locale è ottenibile in questo modo da un’opportuno intorno U dell’elemento
unità e di un gruppo di Lie G (vedi e.g. ([Var])).

Introduciamo ora le azioni locali di gruppi di Lie.

Definizione 2.2. Diremo che il gruppo di Lie G agisce localmente su M se
esistono due intorni aperti V e V ′ ⊂ V di {e} × M ⊂ G × M ed una applicazione

Θ: V → M ,

che verrà detta azione locale, tale che

Θ(e,m) = m per ogni m ∈ M
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e
Θ(g,Θ(h,m)) = Θ(gh,m) per ogni (h,m), (g,m) ∈ V ′ .

L’azione locale verrà detta effettiva se il fatto che Θ(g,m) = m per ogni punto m
appartenente ad un aperto U ⊆ M implica che g = e.

Osservazione 2.3. Si osservi che l’esistenza di una azione locale di G su M
equivale ad affermare che per ogni punto p ∈ M , esiste un intorno aperto Up ⊂ M ,
un gruppo di Lie locale (Vp, e, V

′
p) (ottenuto come restrizione di G e dipendente dal

punto p), ed una azione
Θp : Vp × Up → M

tale che:
a) Θp(g,Θ(h,m)) = Θp(gh,m) per ogni g, h ∈ V ′

p ed ogni m ∈ Up;
b) Θp(e,m) = m, per ogni m ∈ Up;
c) per ogni coppia di aperti Vp × Up e Vq × Uq, la cui intersezione sia non vuota,

Θp|(Vp×Up)∩(Vq×Uq) ≡ Θq|(Vp×Up)∩(Vq×Uq) .

Infatti, se Θ è una azione locale definita su V, una volta fissato un punto p ∈ M ,
si può determinare un intorno aperto di (e, p) in V della forma Vp × Up, Vp ⊂ G,
Up ⊂ M , e con questi due aperti costruire un’azione di un gruppo locale (Vp, e, V

′
p)

su Up. Viceversa, data una famiglia di gruppi locali e di intorni su M

F = {(Vp, e, V
′
p), Up,Θp}p∈M ,

che verifica le condizioni a), b) e c), si definisce univocamente l’azione locale po-
nendo V def=

⋃
p∈M Vp × Up e Θ : V → M come

Θ(g, p) = Θp(g, p) .

Anche nel caso di azioni locali, si può considerare un analogo dell’applicazione
ρΘ, che è stata definita per le azioni globali. Ovvero, se Θ: V → M , con V ⊂ G×M ,
è un’azione locale, per ogni punto p ∈ M ed ogni aperto Vp ×Up ⊂ V abbiamo una
applicazione (che indicheremo ancora con ρΘ)

ρΘ : Vp ⊂ G → Diffloc(Up,M)

fra Vp e l’insieme Diffloc dei diffeomorfismi locali fra Up e M . Sebbene non
sia lecito affermare che ρΘ sia un omomorfismo fra gruppi (se non altro perchè
Diffloc(Up,M) non ammette neppure la struttura di gruppo locale), è evidente
che vale la proprietà

ρΘ(gg′)(m) = ρΘ(g) ◦ ρΘ(g′)(m)

su tutti i punti m ∈ Up, su cui entrambi i membri dell’eguaglianza risultino essere
definiti.

Concludiamo il paragrafo, definendo il concetto di azioni locali equivalenti, o
meglio, localmente equivalenti.
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Definizione 2.4. Due azioni locali

Θ: V ⊂ G × M → M

Θ′ : W ⊂ G × M ′ → M ′

di G su due varietà M ed M ′ sono dette localmente equivalenti se esiste un diffeo-
morfismo f : M → M ′, un isomorfismo Φ: G → G e due intorni Ṽ ⊂ V e W̃ ⊂ W
di {e} × M e {e} × M ′ tali che:

a) l’applicazione
ϕ : G × M → G × M ′

ϕ(g,m) = (Φ(g), f(m))

è tale che ϕ(Ṽ) = W̃;
b) Θ′ ◦ ϕ = Θ;
c) esistono due intorni Ṽ ′, Ṽ ′′ ⊂ Ṽ di {e} × M tale che la restrizione di Θ su

(Ṽ ′, e, Ṽ ′′) sia ancora un’azione locale di G su M .
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§3. Trasformazioni infinitesime.

Dato un’aperto U ⊂ M , diremo campo vettoriale locale su U una qualunque
sezione C∞ di TM |U

X : U → TM .

Per campi vettoriali (globali) intenderemo semplicemente campi che sono global-
mente definiti su tutto M .

Si ricordi che per flusso locale di X su di un aperto V ⊆ U si intende l’unica
applicazione liscia (se esiste)

ΦX : ] − ε, ε[×V → M ,

che verifica il seguente problema differenziale:

ΦX
0 (p) = p (3.1)

dΦX
t

dt

∣∣∣∣
(t,p)

= X(ΦX
t (p)) (3.2)

per ogni t ∈]− ε, ε[, p ∈ V . Si ricordi che per ogni p ∈ U esiste un intorno V di p in
U e un reale positivo ε tale che ΦX

t sia definito su ]− ε, ε[×V ; tale risultato, per la
cui dimostrazione rimandiamo a ([Spi]), dipende da classici risultati sull’ esistenza
di soluzioni per equazioni differenziali ordinarie e sulla loro dipendenza C∞ dai dati
iniziali.

Per praticità di riferimento, richiamiamo le seguenti fondamentali proprietà dei
flussi locali:

i) per ogni |t| < ε fissato, ΦX
t è un diffeomorfismo di V sull’aperto ΦX

t (V );
ii) se t, s e t + s sono in ] − ε, ε[, allora

ΦX
t+s = ΦX

t ◦ ΦX
s . (3.3)

Infine, un campo vettoriale globale X è detto completo se il suo flusso ΦX
t è definito

su tutto R × M .

La seguente è una classica condizione per verificare la completezza di un campo
vettoriale.

Lemma 3.1. Un campo X è completo se esiste un ε > 0 tale che ΦX
t sia definito

su tutto ] − ε, ε[×M . In particolare, X è completo se è a supporto compatto.

Dimostrazione. Esercizio. �
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Osservazione 3.2. Si osservi che se due campi vettoriali X e Y sono completi,
non necessariamente una loro combinazione lineare oppure la derivata di Lie LXY
è completa.

Si consideri ad esempio la varietà M = R2 con le consuete coordinate x e y.
Siano poi

X = y
∂

∂x
, Y =

x2

2
∂

∂y
.

Si tratta di due campi vettoriali completi con flussi

ΦX
t (x, y) = (x + yt, y), ΦY

t (x, y) = (x, y +
x2t

2
) .

D’altra parte, il campo V = LXY = xy ∂
∂y − x2

2
∂
∂x non è completo; infatti, il flusso

ΦV
t ha come dominio massimale di definizione l’aperto {(t, (x, y)) : xt + 2 �= 0 },

dove è della forma
ΦV

t (x, y) = (
x

2 + xt
,
y

4
(2 + xt)2) .

Anche il campo W = X + Y non è completo. Infatti, fissato un punto (x, y), se
indichiamo con f(t) e g(t) le due componenti di

ΦW
t (x, y) = (f(t), g(t)) ,

abbiamo che queste due funzioni devono essere soluzioni del problema di Cauchy

df

dt
= g ,

dg

dt
=

f2

2
, f(0) = x , g(0) = y .

Si verifica facilmente che questo problema ammette soluzione globalmente definite
se e solo se x = y = 0.

Vedremo comunque fra poco che se un insieme di campi vettoriali completi genera
un’algebra di Lie finito dimensionale, allora tutte le loro combinazioni lineari e le
loro parentesi di Lie sono ancora campi vettoriali completi .

In virtù della proposizione seguente, ogni campo vettoriale completo corrisponde
ad un gruppo di Lie abeliano, unidimensionale.

Proposizione 3.3. Sia X un campo vettoriale completo su M . L’ applicazione

ΦX : R → Diff(M)

t → ΦX
t (3.4)

è un’omomorfismo iniettivo fra il gruppo abeliano (R,+) e Diff(M).
Viceversa, per ogni gruppo di Lie abeliano unidimensionale G che agisce glob-

almente su M , esiste un campo vettoriale completo XG, il cui flusso ΦXG è un
isomorfismo di Lie fra R e ρΘ(G) ⊂ Diff(M).

Se invece G è un gruppo abeliano unidimensionale che agisce solo localmente su
M , si consideri una famiglia F di aperti Up e gruppi locali (Vp, e, V

′
p), p ∈ M , come
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in Osservazione 2.3. Allora esiste sempre un campo vettoriale XG (generalmente
non completo), il cui flusso ΦXG coincide su ogni intorno Up con l’azione Θp:

ΦXG
t (m) = Θp(t,m)

per ogni t appartenente al gruppo locale Vp =] − εp, εp[⊂ G.

Dimostrazione. La prima parte dell’enunciato segue immediatamente dalle
proprietà dei flussi. D’altra parte, se G è un gruppo abeliano unidimensionale, il
gruppo additivo (R,+) è il gruppo di Lie rivestimento universale di G. Indichiamo
con

g : R → G

l’omomorfismo suriettivo fra R e G e con XG il campo vettoriale definito da

XG(p) =
dgt(p)

dt

∣∣∣∣
t=0

.

Si osservi che il campo XG è liscio poichè l’azione di G è liscia. Per di più, per le
proprietà di gruppo di (R,+),

dgt(p)
dt

∣∣∣∣
t=to

=
dgt(gto(p))

dt

∣∣∣∣
t=0

= XG(gto(p))

per ogni valore di to ∈ R. Segue che gt(p) = ΦXG
t (p) per ogni p ∈ M e t ∈ R.

La dimostrazione dell’enunciato riguardante un’azione solo locale è perfetta-
mente analoga. �

La proposizione precedente permette di associare ad ogni azione Θ di un gruppo
di Lie G l’insieme dei campi vettoriali completi, corrispondenti ai sottogruppi ad
un parametro di G.

Definizione 3.4. Se G è un gruppo di Lie che agisce su M , un campo vet-
toriale X su M verrà detto trasformazione infinitesima per l’azione di G su M
se il flusso ΦX

t è un sottogruppo ad un parametro del gruppo di diffeomorfismi
ρΘ(G) ⊆ Diff(M).

Similmente, se G è un gruppo di Lie che agisce solo localmente su M , diremo
che X è una trasformazione infinitesima per l’azione locale di G su M se, per ogni
punto p ∈ M , il flusso ΦX

t , definito su ] − ε, ε[×Up (per un certo ε > 0 dipendente
da p), è tale che

ΦX
t ∈ ρΘ(G) ⊂ Diffloc(Up,M)

per ogni t ∈] − ε, ε[.
In ogni caso, indicheremo con GΘ l’insieme delle trasformazioni infinitesime

dell’azione Θ di G.
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Proposizione 3.5. Sia Θ una azione effettiva locale del gruppo di Lie G su M
e sia G l’algebra di Lie di G. Sia inoltre ρΘ∗ l’applicazione fra G e GΘ tale che

ρΘ(exp(tX))(m) = ΦρΘ∗(X)
t (m)

per ogni X ∈ G e per ogni t ed m su cui è definita. Allora, se G agisce globalmente
su M , ρΘ∗ gode delle seguenti proprietà:

a) ρΘ∗(Ad(g)(X)) = ρΘ(g)∗(ρΘ∗(X));
b) ρΘ∗(X) = 0 se e solo se X = 0;
c) ρΘ∗(kX + hY ) = kρΘ∗(X) + hρΘ∗(Y );
d) ρΘ∗([X,Y ]) = −LρΘ∗(X)ρΘ∗(Y );
e) ρΘ∗ è suriettiva.
Se G agisce solo localmente, a) continua a valere se ristretta agli elementi g tali

che {g} × M ⊂ V; b), c) d) ed e) valgono senza alcuna modifica.
Di conseguenza, in entrambe i casi, GΘ è un’algebra di Lie finito-dimensionale

e risulta isomorfa a G, se dotata di nuove parentesi di Lie:

[X,Y ]′ def= −LXY .

Dimostrazione. Diamo la dimostrazione di a), b), c), d) ed e) solo in caso di
azioni globali. Le dimostrazioni, nel caso di azioni locali, sono identiche, a parte la
necessità di specificare che le formule utilizzate risultano valide solo in opportuni
insiemi aperti di M .

Utilizzando la definizione di ρΘ∗ si ha che

ΦρΘ∗(Ad(g)(X))
t = ρΘ(exp(t(Ad(g)(X))) =

= ρΘ(g ◦ exp(tX) ◦ g−1) = ρΘ(g) ◦ ΦρΘ∗(X)
t ◦ ρΘ(g−1)

cioè
ΦρΘ∗(X)

t ◦ ρΘ(g−1) = ρΘ(g−1) ◦ ΦρΘ∗(Ad(g)(X))
t

e differenziando in t = 0 si ottiene che

ρΘ∗(X)|ρΘ(g−1)(p) = ρΘ(g−1)∗(ρΘ∗(Ad(g)(X))(p) .

b) segue dal fatto che se ρΘ∗(X) = 0, allora ρΘ(exp(tX)) = idM ed exp(tX) = e
per ogni t ∈ R, per via dell’effettività dell’azione.

Per dimostrare c), si consideri

ρΘ∗(hX + kY ) − hρΘ∗(X) − kρΘ∗(Y )|p =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρΘ(exp(t(hX + kY )))(p) − h
d

d(−ht)

∣∣∣∣
−ht=0

ρΘ(exp(−thX))(p)−

−k
d

d(−kt)

∣∣∣∣
−kt=0

ρΘ(exp(−tkY ))(p) =
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=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρΘ(exp(t(hX + kY ))(p) − d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρΘ(exp(thX))(p)−

− d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρΘ(exp(tkY ))(p) =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρΘ(exp(t(hX + kY ))) ◦ ρΘ(exp(−thX)) ◦ ρΘ(exp(−tkY ))(p) =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρΘ(exp(t(hX + kY ))exp(−thX)exp(−tkY ))(p) .

D’altra parte, per definizione della mappa esponenziale, la curva γ nel gruppo G
data da

γ(t) = exp(t(hX + kY ))exp(−thX)exp(−tkY )

è a derivata nulla in t = 0. Allora il campo vettoriale

Y |p def=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρΘ(exp(t(hX + kY ))exp(−thX)exp(−tkY ))(p)

è identicamente nullo su M .
La dimostrazione di d) segue dalla seguente identità:

[ρΘ∗(X), ρΘ∗(Y )] = lim
t→0

ρΘ∗(Y ) − ΦρΘ∗(X)
t ∗ρΘ∗(Y )
t

=

= lim
t→0

ρΘ∗(Y ) − ρΘ(exp(tX))∗ρΘ∗(Y )
t

=

= lim
t→0

ρΘ∗(
Y − Ad(exp(tX)(Y ))

t
) = −ρΘ∗([X,Y ])

La suriettività di ρΘ∗ segue dal fatto che ogni trasformazione infinitesima Y ∗ di GΘ

genera un sottogruppo abeliano ad un parametro del gruppo di Lie G = ρΘ(G) (si
considera su G la struttura analitica indotta da G); questo gruppo ad un parametro
deve coincidere con qualche exp(tY ), con Y elemento dell’algebra di Lie di G. Per
l’isomorfismo fra G e G, ogni gruppo exp(tY ) può essere espresso come

exp(tY ) = ρΘ(exp(tY ))

con Y elemento dell’algebra di Lie di G. Utilizzando queste definizioni, si ottiene
direttamente che ρΘ∗(Y ) = Y ∗. �

Proposizione 3.6. Sia H = Gm il sottogruppo di isotropia di un punto m,
per un’azione globale di G su M , e sia H l’algebra di Lie di H. Allora l’algebra
ρΘ∗(H) = HΘ coincide con

{X ∈ GΘ : X|m = 0 }
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Dimostrazione. Esercizio. �

Per la Proposizione 3.5, ogni azione Θ (globale o locale che sia) di un gruppo
di Lie G determina un’algebra di Lie campi vettoriali su M , ossia l’algebra GΘ (se
l’azione è globale, tali campi sono tutti completi).

Si intende ora studiare il problema inverso, ovvero il problema di ricostruire
l’azione (locale o globale) di un gruppo di Lie G che ammetta come GΘ un’ algebra
di Lie di campi vettoriali (locali oppure globali e completi) assegnata.
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§4. I teoremi di Lie e di Palais.

Sia S un’algebra di Lie finito dimensionale di campi vettoriali su M e sia G
l’algebra di Lie ottenuta da S definendo come parentesi di Lie

[X,Y ] = −LXY,

dove L indica la derivata di Lie.
Diremo che S è un gruppo infinitesimale di trasformazioni su M , con algebra di

Lie G. Per la Proposizione 3.5, risulta evidente che se G agisce (anche solo local-
mente) su M , l’insieme delle trasformazioni infinitesime GΘ costituisce esattamente
un gruppo infinitesimale di trasformazioni con algebra G.

Vogliamo ora mostrare che vale anche il viceversa, ovvero che ogni gruppo in-
finitesimale corrisponde ad un’azione locale di un gruppo di Lie.

Lemma 4.1. Sia S un gruppo infinitesimale di trasformazioni su M con algebra
G e sia G̃ il gruppo di Lie semplicemente connesso avente G come algebra di Lie.
Allora, per ogni punto p ∈ M è possibile determinare un intorno aperto U ⊂ M di
p, un gruppo di Lie locale (V, e, V ′) , V ⊂ G̃, ed una azione Θ̃ di V su U tale che

GΘ̃ = S|U .

Dimostrazione. Si costruisca la distribuzione differenziabile D in G̃ × M ,
definita in ogni punto (p,m) ∈ G̃ × M nel modo seguente

D(g,m) = {(Rg∗X,Xm) ∈ TgG̃ × TmM ∼= T(g,m)(G̃ × M), X ∈ G},

dove Rg denota la moltiplicazione in G̃ a destra per l’elemento g ∈ G̃.
Si noti che la distribuzione D è involutiva per costruzione e quindi è completa-

mente integrabile. Fissato un punto p ∈ M , per il teorema di Frobenius, possiamo
trovare un intorno aperto V di e in G̃, un intorno aperto U di p in M ed una fun-
zione C∞ F : V × U → Rn, dove n = dimM , di modo che F sia una sommersione
e per ogni (g,m) ∈ V × U , la foglia integrale regolare di D passante per (g,m) sia
data da

L(g,m) = {(g′,m′) ∈ V × U, F (g′,m′) = F (g,m)}.

Si ponga ora φ : U → Rn data da φ(x) = F (e, x) e si noti che, per ogni p ∈ U , dφp

è iniettivo poichè ker dF(e,p) = D(e,p) e non è quindi mai tangente alla sottovarietà
{e} × U ; ne segue che dφp è invertibile e che esiste un intorno aperto W di p
tale che φ|W sia un diffeomorfismo di W sull’aperto φ(W ) ⊂ Rn. Restringendo
eventualmente W ad un intorno aperto relativamente compatto in W , possiamo
trovare un intorno aperto V1 ⊂ V di e in G̃ in modo che

V1 × W ⊆ F−1(φ(W )).

Ne segue che per ogni (g,m) ∈ V1 × W esiste un unico punto y ∈ W tale che

F (g,m) = F (e, y) ,
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ovvero il punto
y = ψ(g,m) = φ−1(F (g,m)) . (4.1)

È chiaro che l’applicazione ψ : V1×W → W è di classe C∞ e che, per ogni m ∈ W ,

ψ(e,m) = φ−1(F (e,m)) = φ−1(φ(m)) = m .

La nostra intenzione è ora di definire come azione locale Θ̃ proprio l’applicazione

Θ̃(g,m) def= ψ(g−1,m) ,

in modo che ciascuna curva del tipo (gt, Θ̃(gt,m)) (con gt sottogruppo ad un
parametro) appartenga sempre alla foglia integrale L(e,m) passante per (e,m).

Osserviamo che per ogni h ∈ G̃ l’applicazione R̃h : G̃ × M → G̃ × M data da

R̃h(g,m) = (gh,m)

trasforma la distribuzione D in sè: infatti, fissato (g,m) ∈ G̃ × M , si ha

R̃h∗|(g,m)(Rg∗X,Xm) = (Rgh∗X,Xm) ∈ D(gh,m).

Ne segue che R̃h trasforma foglie integrali per D in foglie integrali per D. Quindi

F (g′,m′) = F (g,m) ⇒ F (g′h,m′) = F (gh,m) . (4.2)

Restringendo eventualmente l’intorno V1, si può supporre che V −1
1 = V1. Poichè

F (g−1,m) = F (e, ψ(g−1,m)), si ha

F (e,m) = F (g, ψ(g−1,m)) ∀g ∈ V1 ∀m ∈ W, (4.3)

ovvero l’applicazione Φ : V1 → V1 × W data da

Φ(g) = (g, ψ(g−1,m))

trasforma V1 su un aperto della foglia integrale L(e,m).
D’altra parte, scelti comunque g, g′ ∈ V1 di modo che gg′ ∈ V1, da (4.2) e (4.3)

otteniamo
F (g′,m) = F (gg′, ψ(g−1,m)).

Ma applicando ad entrambi i membri φ−1, dalla (4.1) otteniamo

ψ(g′,m) = ψ(gg′, ψ(g−1,m)) ,

che equivale a
ψ(hg,m) = ψ(g, ψ(h,m))

per ogni h, g ∈ V1 tali che hg ∈ V1.
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Ne segue pertanto che, se si definisce come già annunciato

Θ̃ : V1 × W → W

Θ̃(g,m) = ψ(g−1,m) ,

allora Θ̃ risulta essere una azione locale; in particolare, è immediatamente soddi-
sfatta la condizione

Θ̃(g, Θ̃(h,m)) = ψ(g−1, ψ(h−1,m)) = ψ(h−1g−1,m) = Θ̃(gh,m) .

È inoltre utile osservare che Θ̃(g,m) può anche definirsi come l’unico punto y tale
che la coppia (g, y) appartiene alla foglia integrale L(e,m), come mostrato dalla
(4.3).

Infine, per definizione stessa della ϕ e della Θ̃, segue immediatamente che, per
ogni X ∈ G

d

dt
Θ̃(exp(tX),m) = − d

dt
ψ(exp(tX),m) = −XΘ̃(exp(tX),m)

e che perciò
GΘ̃ = S|U �

Il Lemma appena dimostrato costituisce il punto di partenza per gran parte dei
successivi risultati di questa sezione. Storicamente, i primi teoremi che assicurano
l’esistenza di azioni locali di gruppi di trasformazioni risalgono ai lavori di S. Lie
e vennero inseguito generalizzati e semplicemente espressi in un formalismo più
moderno da svariati altri matematici. È per questo motivo che il seguente teorema
può a ragione essere considerato come essenzialmente dovuto a S. Lie (per un’ottima
introduzione storica, si veda [Ama]).

Teorema 4.2. Sia S un gruppo infinitesimale di trasformazioni su M con alge-
bra G. Allora esiste un gruppo di Lie G, con algebra di Lie G, ed una azione locale
effettiva Θ di G su M tale che G = GΘ .

Dimostrazione. In base al precedente Lemma 4.1 ed alla Osservazione 2.3,
è sufficiente mostrare come sia possibile definire un ricoprimento di M con una
famiglia di aperti {Ui} e di corrispondenti azioni Θ̃i di gruppi locali (Vi, e, V

′
i )

(Vi ⊂ G̃), che verificano le tesi del Lemma 4.1 e tali che

Vi × Ui ∩ Vj × Uj �= ∅ ⇒ Θi|Vi×Ui∩Vj×Uj ≡ Θj |Vi×Ui∩Vj×Uj .

A tale scopo, abbiamo allora bisogno del seguente Lemma (vedi [Var]):
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Lemma 4.3. Sia {Ui : i ∈ I} un ricoprimento aperto localmente finito di M .
Per ogni coppia (i, j) ∈ I × I, ed ogni x ∈ Ui ∩ Uj, indichiamo con Uijx un aperto
contenuto in Ui ∩ Uj. Allora per ogni x ∈ M si può selezionare un intorno Ux tale
che:

(i) x ∈ Ui ∩ Uj implica che Ux ⊆ Uijx;
(ii) se Ux ∩ Uy �= ∅ allora esiste un i ∈ I tale che Ux ∪ Uy ⊂ Ui.

Dimostrazione. Sia {Vi} un’altro ricoprimento aperto localmente finito tale
che per ogni i ∈ I la chiusura V i sia tale che

V i ⊂ Ui .

Per ogni x ∈ M , si indichi con U ′
x

U ′
x =

⋃
i,j,l,m∈I : Ui�x,Vj�x,Ulmx�x

Ui ∩ Vj ∩ Ulmx .

Dal momento che i ricoprimenti sono localmente finiti, ciascun U ′
x è un aperto di

M . Lo stesso si può affermare per ciascun insieme Ux

Ux
def= U ′

i ∩
⋂

i∈I : x/∈V i

(M \ V i)

È evidente che, per ogni Ux, (i) è soddisfatta. D’altra parte, se Ux ∩ Uy �= ∅,
abbiamo sia che Ux ⊂ Vi, per qualche i ∈ I e allo stesso tempo che Uy ∩ Vi �= ∅.
Questo implica anche che y ∈ Vi e che Uy ⊂ Ui. Da ciò segue la (ii). �

Fine dimostrazione Teorema 4.2. Si consideri un ricoprimento aperto {Ui

: i ∈ I} localmente finito di M e per ciascun aperto Ui, si determini un gruppo
locale (Vi, e, V

′
i ) ed una azione locale Θ̃i come fornita dal Lemma 4.2. Si osservi

che se x ∈ Ui ∩ Uj e Uijx è definito come in Lemma 3.7, allora esiste un aperto

Vijx ⊂ Vi ∩ Vj

su cui
Θ̃i|Vijx×Uijx = Θ̃j |Vijx×Uijx

Per ogni x ∈ M , sia Ux l’intorno aperto della famiglia determinata dal Lemma 4.3 e
sia Vx ⊂ G̃ l’aperto dato dall’intersezione di tutti i gruppi locali Vijx corrispondenti
a tutte le coppie di Ui e Uj che contengono x.

A questo punto si può definire come azione locale Θx di Vx una qualunque delle
azioni Θ̃i, con Ui � x e, per le proprietà (i) e (ii) di Lemma 4.3 e per l’Osservazione
2.3, segue immediatamente che le famiglie {Ux}, {Vx} e {Θx} definiscono una azione
locale di G̃ su M . �

Il seguente teorema, dovuto a Palais, fornisce la versione globale del Teorema
4.2. Per la dimostrazione, abbiamo seguito da vicino la versione originale di Palais
([Pal3]), con parecchie semplificazioni.
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Teorema 4.4. Sia S un gruppo infinitesimale di trasformazioni su M con al-
gebra finito-dimensionale G. Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:
i) ogni campo vettoriale X ∈ S è completo;
ii) S è generata (come algebra) da un sottoinsieme di campi vettoriali completi;
iii) S è generata (come spazio vettoriale su R) da un sottoinsieme di campi completi;
iv) esiste un’azione Θ di un gruppo G su M , con algebra di Lie G, tale che

S = GΘ .

Dimostrazione. Le implicazioni (i) ⇒ (ii) e (iv) ⇒ (i) seguono direttamente
dalle definizioni.

Proviamo allora che (ii) ⇒ (iii). Indichiamo con A l’insieme dei campi di S che
sono completi e scegliamo un sottoinsieme finito massimale di elementi linearmente
indipendenti {X1, . . . , Xn}. È chiaro che A ⊂ L(X1, . . . , Xn), dove L(X1, . . . , Xn)
è lo spazio vettoriale generato da {X1, . . . , Xn}. Proveremo che L(X1, . . . , Xn) è
un’algebra di Lie; poichè A genera S come algebra, seguirà che L(X1, . . . , Xn) = S.
Dunque non resta da dimostrare che LXiXj ∈ L(X1, . . . , Xn) per ogni coppia di
indici i, j = 1, . . . , n.

Ora, se ΦXi
t indica il flusso generato dal campo Xi, abbiamo che

LXiXj = lim
t→0

1
t
[Xj − (ΦXi

t )∗Xj ].

Notiamo che per ogni t ∈ R fissato, il campo (ΦXi
t )∗Xj genera il flusso ΦXi

t ◦ΦXj
s ◦

ΦXi
−t e quindi è completo, poichè Xi e Xj lo sono.
Proviamo ora che il campo (ΦXi

t )∗Xj appartiene a S, per piccoli valori di t. Per
fare ciò, usiamo il risultato del Teorema 4.2, che ci assicura l’esistenza di una azione
locale Θ̃ di un gruppo G̃ su M che induce S. Si noti allora che per t sufficientemente
piccolo (in modo tale che ΦXi

t sia immagine tramite Θ̃ di qualche elemento di G̃)
si ha che

(ΦXi
t )∗Xj = ρΘ̃∗(Ad(exp(tXi)Xj)) ,

dove abbiamo usato la notazione e i risultati della Proposizione 3.5. Da qui segue che
il campo (ΦXi

t )∗Xj appartiene ad S e quindi, essendo completo, a L(X1, . . . , Xn).
Poichè L(X1, . . . , Xn) è uno spazio vettoriale finito dimensionale, si ha che

lim
t→0

1
t
[Xj − (ΦXi

t )∗Xj ] ∈ L(X1, . . . , Xn),

da cui la tesi.
Proviamo ora l’implicazione (iii) ⇒ (iv); adotteremo la notazione della di-

mostrazione del Lemma 4.1.
Si consideri il gruppo semplicemente connesso G̃ avente come algebra G e si

costruisca la distribuzione D in G̃×M , come fatto nel Lemma 4.1. L’idea principale
della dimostrazione consiste nel mostrare che per ogni m ∈ M , la restrizione della
proiezione

π1 : G̃ × M → G̃
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alla foglia massimale integrale L(e,m), la rende un rivestimento di G̃.
Consideriamo allora, per ogni m ∈ M , la sottovarietà massimale integrale L(e,m)

per D, passante per (e,m). Per ipotesi, esistono k campi completi X1, . . . , Xk di
S che la generano come spazio vettoriale e, fissato un punto m ∈ M , costruiamo
allora l’applicazione

Ψ : Rk → G̃ × M

data da

Ψ(t1, . . . , tk) = (exp(t1X1) · . . . · exp(tkXk),ΦXk
tk

◦ · · · ◦ ΦX1
t1 (m))

e proviamo che Ψ ha valori nella foglia integrale L(e,m). Mostreremo questo per
induzione su k: se k = 1, l’applicazione Ψ può scriversi come

Ψ(t) = (exp(tX),ΦX
t (m))

e, poichè per ogni t ∈ R il differenziale di Ψ ha valori nella distribuzione D,
l’applicazione Ψ ha valori in L(e,m).

Consideriamo allora l’applicazione

Ψ(t1, . . . , tk−1) = (exp(t1X1) · . . . · exp(tk−1Xk−1),Φ
Xk−1
tk−1

◦ · · · ◦ ΦX1
t1 (m)),

che, per ipotesi induttiva, ha valori in L(e,m). Poichè

Ψ(t1, . . . , tk) =

= (Rexp(tkXk)

(
exp(t1X1) · . . . · exp(tk−1Xk−1)

)
,ΦXk

tk
◦

(
ΦXk−1

tk−1
◦ · · · ◦ΦX1

t1 (m)
)
),

ne segue che per ogni (t1, . . . , tk) ∈ Rk

Ψ(t1, . . . , tk) ∈ L
(exp(tkXk),Φ

Xk
tk

(m))
.

Ma
L

(exp(tkXk),Φ
Xk
tk

(m))
= L(e,m)

per quanto visto nel caso k = 1 e quindi abbiamo la tesi.
Poichè l’applicazione exp : Rk → G̃ data da

exp(t1, . . . , tk) = exp(t1X) · . . . · exp(tkXk)

ha rango massimo in 0 ∈ Rk, possiamo trovare un intorno connesso V di 0 ∈ Rk che
viene trasformato da exp diffeomorficamente su un intorno V di e in G̃. Poniamo,
per ogni m ∈ M , Vm = Ψ(V) e si noti che Vm è un aperto di L(e,m) e che Ψ|V : V →
Vm è un diffeomorfismo. Proviamo allora il seguente
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Lemma 4.5. Se π1 indica la proiezione canonica π1 : G̃ × M → G̃, allora Vm

coincide con la componente connessa di (e,m) in L(e,m) ∩ π−1
1 (V ).

Dimostrazione. Basta provare che Vm è chiuso in L(e,m) ∩ π−1
1 (V ). Sia allora

(g, p) un punto di L(e,m) ∩ π−1
1 (V ) che non stia in Vm e si consideri l’unico punto

(g, q) ∈ Vm tale che π1((g, p)) = π1((g, q)). Essendo ker dπ1 trasverso a D, π1|L(e,m)

è un diffeomorfismo locale e possiamo quindi trovare intorni aperti disgiunti W ⊂
Vm di (g, q) e U ⊂ L(e,m) di (g, p) che vengono trasformati diffeomorficamente su
un intorno di g in G̃.

Poichè π1|Vm è un diffeomorfismo, abbiamo che U ∩ Vm ⊂ W ; ma, al tempo
stesso, U e W sono disgiunti e questo implica che U ∩ Vm = ∅, cioè la tesi. �

Dimostriamo ora il seguente

Lemma 4.6. La proiezione π1|L(e,m) è surgettiva su G̃ per ogni m ∈ M .

Dimostrazione. Vogliamo provare per induzione che per ogni naturale n ∈ N
e per ogni m ∈ M

V n ⊆ π1(L(e,m)),

dove V è l’aperto exp(V). Poichè gli aperti {V n}n∈N generano G̃, questo proverà
la tesi.

Il caso n = 1 è chiaro. Supponiamo di aver provato che V n−1 è contenuto in
π1(L(e,m)). Scegliamo allora g ∈ V n ed esprimiamolo come g = hg′, con g′ ∈ V e
h ∈ V n−1; fissato m ∈ M , sappiamo che esiste un punto (g′, z) ∈ L(e,m) e che, per
ipotesi induttiva, esiste un punto (h,w) ∈ L(e,z).

Notiamo ora che la trasformazione R̃g′ (definita nella dimostrazione del Lemma
4.1) trasforma L(e,z) in L(g′,z) e quindi

(hg′, w) ∈ L(g′,z) = L(e,m),

da cui la tesi. �

Vogliamo ora provare che per ogni punto m ∈ M la proiezione π1 fornisce una
applicazione di rivestimento di L(e,m) su G̃. Mostreremo che per ogni g ∈ G̃, la
proiezione π1 trasforma ogni componente connessa di π−1

1 (gV ) ∩ L(e,m) diffeomor-
ficamente su gV . Fissiamo una componente C di π−1

1 (gV )∩L(e,m) e sia (g, x) ∈ C.
Ora R̃g−1 trasforma C nella componente connessa di (e, x) in π−1

1 (V ) ∩ L(e,x) e la
proiezione

ϕ = π1|R̃g−1 (C) : R̃g−1(C) → V

è un diffeomorfismo. Ne segue allora che

π1|C = R̃g ◦ ϕ ◦ R̃g−1

e quindi è un diffeomorfismo.
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Si conclude cośı che π1|L(e,m) è un rivestimento e che, essendo G̃ semplicemente
connesso, π1|L(e,m) è un diffeomorfismo.

Possiamo allora definire l’azione globale di G̃ su M come segue: per ogni (g,m) ∈
G̃ × M definiamo Θ̃(g,m) ∈ M come l’unico punto di M tale che

(g, Θ̃(g,m)) ∈ L(e,m).

L’applicazione Θ̃ : G̃ × M → M risulta liscia in quanto, se ristretta ad un intorno
V × U ⊆ G̃ × M coincide con l’azione Θ̃ definita nella dimostrazione del Lemma
4.1. Allo stesso modo si mostra che Θ̃ soddisfa alle proprietà delle azioni, date dalle
(a) e (b) nella Definizione 1.1. Poichè poi l’applicazione

g �→ (g, Θ̃(g,m))

ha valori in L(e,m) per ogni m ∈ M , si deduce facilmente, usando la definizione
stessa di L(e,m), che Θ̃ induce S come gruppo infinitesimale.

Poichè nessun campo di S è identicamente nullo su M , ne segue che il nucleo N
dell’azione è discreto e quindi Θ̃ induce un’azione effettiva Θ di G = G̃/N su M ,
avente ancora S come gruppo infinitesimale corrispondente. �

Il seguente teorema fornisce una versione più debole del teorema di Palais, ma
trova ugualmente varie applicazioni. Per la dimostrazione seguiremo il lavoro di
Chu e Kobayashi ([ChKo]).

Teorema 4.7. Sia G un sottogruppo di Diff(M) e sia S l’insieme di campi
vettoriali su M completi che generano sottogruppi ad un parametro di G. Se S
genera un’algebra di Lie S̃ di dimensione finita, allora S = S̃ e G ammette una
struttura di gruppo di Lie tale che l’applicazione

Θ : G × M → M

Θ(g,m) = g(m)

rappresenta un’azione di G su M . L’algebra delle trasformazioni infinitesime G di
G coincide con S.

Dimostrazione. Poichè S̃ è generata da campi completi, il teorema di Palais
assicura l’esistenza di un gruppo di Lie connesso G̃ con azione Θ su M e che induce
S̃ come gruppo infinitesimale. Per l’equivalenza di ii) e iii) nel Teorema 4.6, segue
che combinazioni lineari di campi completi sono ancora complete e quindi anche
che S = S̃.

È chiaro che il gruppo G̃ è un sottogruppo di G. Si osservi anche che, se si
sceglie ϕ ∈ G e un sottogruppo ad un parametro {ψt} ⊂ G̃, allora ϕ ◦ ψt ◦ ϕ−1 è
un sottogruppo ad un parametro di G. Poichè tale sottogruppo ad un parametro
induce un campo su M che, per definizione, appartiene ad S, ne segue che ϕ◦ψt◦ϕ−1

è un sottogruppo ad un parametro di G̃. Ma G̃ è generato dai suoi sottogruppi ad
un parametro e quindi G̃ è un sottogruppo normale di G; inoltre, per ogni ϕ ∈ G,



26 F. PODESTÀ - A. SPIRO

l’automorfismo Aϕ : G̃ → G̃ dato da Aϕ(ψ) = ϕψϕ−1 trasforma sottogruppi ad
un parametro in sottogruppi ad un parametro. Osservando ora che l’applicazione
Aϕ ◦ exp è continua in 0, otteniamo che ciascun Aϕ è un automorfismo continuo.

Dobbiamo ora definire su G una struttura di gruppo di Lie: innanzitutto osservi-
amo che se {Vi}i∈I denota un sistema di intorni di e in G̃, possiamo definire una
topologia su G prendendo {gVi}i∈I come sistema di intorni di g ∈ G; il fatto che
ciascun Ag sia continuo, garantisce l’esistenza di tale topologia, in cui G̃ risulta un
sottogruppo (normale) aperto in G. In tale modo G̃ è la componente connessa di e
in G e in maniera ovvia si può ora definire la struttura di gruppo di Lie su G.

È immediato verificare che la differenziabilità dell’azione di G̃ su M implica la
differenziabilità dell’azione Θ(g,m) = g(m). �

Concludiamo questo paragrafo con un criterio di equivalenza fra le azioni, la cui
dimostrazione viene lasciata per esercizio.

Teorema 4.8. Siano Θ e Θ′ due azioni effettive locali di G su M . Allora Θ e
Θ′ sono localmente equivalenti se e solo se esiste un diffeomorfismo f ∈ Diff(M)
che induce un isomorfismo di Lie fra le algebre GΘ e GΘ′ .

Osservazione 4.10. Si possono altreśı ottenere altri teoremi di equivalenza
globale fra azioni di gruppi di Lie, richiedendo però ulteriori ipotesi che non si
limitano all’esistenza di isomorfismi fra le corrispondenti algebre di trasformazioni
infinitesime ma che riguardano anche la topologia di M e dei gruppi di Lie in
questione. Rimandiamo a [Pal3] per ulteriori informazioni.
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§5. La topologia compatta aperta dei sottogruppi di Diff(M).

Nei paragrafi precedenti abbiamo provato dei teoremi che assicurano che certi
gruppi G di diffeomorfismi di una varietà M sono in realtà dotati di una struttura di
gruppi di Lie con azione liscia su M . È perciò naturale chiedersi come caratterizzare
quella topologia su G, che lo rende un gruppo di Lie. Iniziamo con la seguente

Definizione 5.1. Siano X e Y due spazi topologici, G un insieme di applicazioni
continue da X in Y e sia, per ogni compatto K ⊆ X ed ogni aperto U ⊆ Y ,

(K,U)G
def= {f ∈ G : f(K) ⊆ U } .

Se K1, . . . , Kn sono compatti di X e U1, . . . , Um sono aperti di Y , poniamo

(K1, . . . Km, U1, . . . , Um)G =
m⋃

i=1

(Ki, Ui)G .

Si definisce topologia compatta aperta su G la topologia Tca avente come base di
aperti tutti i sottoinsiemi del tipo (K1, . . . Km, U1, . . . , Um)G, al variare dei compatti
K1, . . . , Kn ⊂ X e degli aperti U1, . . . , Um ⊂ Y (m ∈ N).

Si dice invece topologia compatta aperta modificata la topologia T ′
ca su G avente

come base tutte le componenti connesse per archi degli aperti di Tca. Chiaramente
Tca ⊂ T ′

ca.

È facile verificare che la topologia compatta aperta Tca può anche essere definita
come la topologia meno fine tra le topologie su G che rendono continua l’applica-
zione

Θ: G × X → X

Θ(g, p) = g(p) .

Similmente, la topologia compatta aperta modificata è la topologia meno fine tra
quelle che sono più fini di Tca e rendono G localmente connesso per archi.

Infine, è noto che se Y è uno spazio metrico, la topologia compatta aperta delle
applicazioni continue da X a Y coincide con la topologia della uniforme convergenza
sui compatti. In altre parole, si ha che se Y è uno spazio metrico, una successione
fn di applicazioni in C(X,Y ) risulterà essere una successione convergente nella
topologia compatta aperta se e soltanto se è uniformente convergente su qualunque
compatto K ⊆ X.

Teorema 5.2. Sia G ⊂ Diff(M) un gruppo di diffeomorfismi su cui sia defi-
nita una struttura differenziabile tale da renderlo un gruppo di Lie con una infinità
numerabile di componenti connesse e tale che l’applicazione

Θ: G × M → M

Θ(g, p) = g(p)
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sia continua. Allora la topologia T di G, corrispondente alla struttura di varietà
differenziabile, coincide con la topologia T ′

ca compatta aperta modificata.
Inoltre, qualunque omomorfismo

ϕ : R → G

tale che l’applicazione Θϕ(t, p) def= Θ(ϕ(t), p) sia continua su R × M implica che
ϕ(R) è un sottogruppo ad un parametro di G.

Dimostrazione. Dal momento che Θ è continua, la topologia T è necessari-
amente più forte o uguale alla topologia compatta aperta Tca. Poichè M è local-
mente compatto e localmente connesso, segue anche che G è un gruppo topologico
nella topologia Tca e che è un gruppo topologico localmente connesso per archi nella
topologia T ′

ca. Avremo allora che le topologie T e T ′
ca coincidono in base al seguente

Lemma 5.3. L’affermazione sui sottogruppi ad un parametro segue direttamente
dal fatto che ogni sottogruppo ad un parametro continuo per la topologia T ′

ca è
automaticamente continuo anche per la topologia Tca e quindi per la topologia di
gruppo di Lie di G.

Lemma 5.3. Sia ϕ un isomorfismo continuo fra un gruppo di Lie G soddisfacente
al secondo assioma di numerabilità (cioè con un’infinità numerabile di componenti
connesse) ed un gruppo topologico H localmente connesso per archi. Allora ϕ è un
omeomorfismo.

Dimostrazione. Siano eG ed eH le unità di G ed H, rispettivamente e sia V
un intorno compatto di eG. È sufficiente dimostrare che ϕ(V ) è un intorno di eH .
Si consideri un intorno aperto U di eG tale che

U = U−1 U
2 ⊂ V

Si osservi che, essendo V \ U compatto, ϕ(V \ U) è anch’esso compatto ed il suo
complementare H \ ϕ(V \ U) è quindi un intorno aperto in H di eH . Si consideri
allora un intorno aperto X di eH , che sia connesso per archi e tale che

XX−1 ∩ ϕ(V \ U) = ∅

Vogliamo mostrare che in tal caso X ⊂ ϕ(V ) e che quindi ϕ è un intorno dell’iden-
tità.

Consideriamo la relazione su ϕ−1(X) definita come

y ∼= y′ ⇔ yy′−1 ∈ U

e proviamo che è una relazione di equivalenza. Infatti, le proprietà di simmetria e
riflessività seguono dal fatto che U è un intorno simmetrico dell’identità; se poi y,
y′, y′′ ∈ ϕ−1(X) sono tali che

y ∼= y′ e y′ ∼= y′′ ,
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allora, yy′−1y′y′′−1 ∈ U
2 ⊂ V ; ma ϕ(yy′′−1) ∈ XX−1 e quindi yy′′−1 /∈ V \ U ; ne

segue che yy′′−1 ∈ U , cioè y ∼= y′′.
A questo punto, possiamo introdurre la famiglia dei ’laterali’ destri Ug in G,

ovvero gli insiemi del tipo

Ug = { x ∈ G : x = ug , u ∈ U}

e vogliamo far vedere che se g e g′ sono due elementi di ϕ−1(X) e Ug ∩ Ug′ �= ∅,
allora g′ ∼= g. Infatti, se h ∈ Ug ∩ Ug′,

gh−1 ∈ U
−1

= U hg′−1 ∈ U ⇒ gg′−1 ∈ U
2 ⊂ V

D’altra parte
ϕ(gg′−1) ∈ XX−1

e dal momento che XX−1 è disgiunto da ϕ(V \ U), possiamo concludere che

gg′−1 ∈ U

ovvero che g ∼= g′.
In base a quest’ultima proprietà, possiamo considerare una famiglia completa

{gα} di elementi rappresentativi delle classi di equivalenza in ϕ−1(X) ed abbiamo
che gli insiemi Ugα sono tutti disgiunti e ricoprono ϕ−1(X). Dal momento che cias-
cun Ugα ha interno non vuoto e che G soddisfa il secondo assioma di numerabilità,
la collezione {Ugα} è numerabile.

Poichè l’applicazione ϕ è iniettiva, {X ∩ ϕ(Ugα)} è un ricoprimento numerabile
di insiemi disgiunti e chiusi di X (chiusi perchè ciascun ϕ(Ugα) è un insieme com-
patto). D’altra parte, qualunque curva γ con estremi in eH ed un qualunque altro
punto x ∈ X ha immagine connessa, localmente connessa e compatta. Per un
risultato di topologia* si ottiene che è interamente contenuta in uno degli insiemi
disgiunti ϕ(Ugα), ovviamente quello che contiene eH e cioè ϕ(U). Questo dimostra
che X ⊆ ϕ(U) ⊂ ϕ(V ) e che quindi ϕ(V ) è un intorno di eH . �

*Si usa qui il seguente fatto di topologia generale: sia Y uno spazio connesso, compatto,

localmente connesso, con Y =
S∞

n=1 En, dove {En} è una famiglia numerabile di chiusi a due a
due disgiunti, con E1 �= ∅; allora Y = E1 (vedi [Pal3])
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§6. Varietà omogenee.

Definizione 6.1. Se l’azione effettiva del gruppo di Lie G su M possiede un’u-
nica orbita distinta, diremo che G agisce transitivamente su M , l’azione è detta
transitiva ed M verrà detto spazio omogeneo (rispetto all’azione di G).

Le varietà omogenee costituiscono forse la classe più interessante e più ricca di
applicazioni di varietà dotata di una azione di gruppo. La letteratura sull’argomento
è vastissima ed una sua discussione esauriente esula dagli scopi di questo libro.
Comunque, in linea con l’idea principale di riportare in modo più o meno organico
una serie di tecniche che possono tornar utili nell’affrontare problemi riguardanti i
gruppi di trasformazioni, la presente sezione conterrà oltre ad una descrizione delle
proprietà di base degli spazi omogenei, anche alcuni interessanti (e forse poco noti)
risultati riguardanti le molteplici proprietà topologiche delle varietà omogene.

§6.1 Varietà omogene come varietà di laterali .

Un esempio tipico viene fornita dalla seguente situazione.
Sia G un gruppo di Lie e H un sottogruppo chiuso di G. Allora lo spazio dei

laterali G/H, munito della topologia quoziente, è uno spazio di Hausdorff poichè
H è chiuso e la proiezione π : G → G/H è continua e aperta (infatti se A ⊂ G è
aperto, allora π−1(π(A)) =

⋃
h∈H hA è aperto in G).

Il gruppo G agisce transitivamente su G/H tramite l’azione µ : G×G/H → G/H
data da

µ(g, g′H) = (gg′)H g, g′ ∈ G

e tale azione è continua. Il seguente teorema, di basilare importanza, mostra come
lo spazio G/H sia dotato di una struttura di varietà, non solo liscia, bens̀ı analitica,
ed è tale che G agisca su G/H analiticamente.

Teorema 6.2. Sia G un gruppo di Lie e H un sottogruppo chiuso di G. Al-
lora esiste una ed una sola struttura di varietà analitica su G/H di modo che la
proiezione canonica π : G → G/H e l’azione µ siano entrambe analitiche. Inoltre
dimG/H = dimG − dim H.

Dimostrazione. Denotiamo con G e H le algebre di Lie di G e H rispettiva-
mente. Scegliamo quindi un sottospazio M di G di modo che G = H ⊕ M e sia
ψ : M → G la restrizione della mappa esponenziale a M, ovvero

ψ(X) = exp(X), X ∈ M.

Proviamo allora il seguente

Lemma 6.3. Esiste un intorno U di 0 ∈ M tale che π◦ψ|U sia un omeomorfismo
sull’immagine e π ◦ ψ(U) è un intorno aperto di π(e).

Dimostrazione del Lemma. Notiamo che esistono intorni dell’origine UM e
UH in M e H rispettivamente, tali che l’applicazione

˜exp: UM × UH → G
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˜exp(X,Y ) = exp(X) exp(Y )

sia un diffeomorfismo sull’immagine. Questo segue dal fatto che l’applicazione ˜exp
ha rango massimo nell’origine. Inoltre, poichè H è chiuso, la topologia di H come
gruppo di Lie e quella indotta da G coincidono (vedi e.g. [Hel]) e quindi exp(UM)
è della forma V ∩ H per qualche intorno V di e ∈ G.

Prendiamo ora un intorno compatto U di 0 in UM tale che

exp(−U) exp(U) ⊂ V.

Proviamo ora che π|ψ(U) è iniettiva: infatti se π(ψ(X)) = π(ψ(Y )), abbiamo che
ψ(−Y )ψ(X) ∈ H, cioè

ψ(−Y )ψ(X) ∈ H ∩ V ⊂ exp(UH).

Ne segue che ψ(X) = exp(Y ) exp(Z) per qualche Z ∈ UH. Ma exp |UM×UH
è

iniettiva e quindi X = Y e Z = 0. In conclusione, che π ◦ ψ|U è un omeomorfismo
sull’immagine.

Infine, si osservi che exp(U) exp(UH) è un intorno di e in G e quindi, poichè π è
aperta, π(exp(U) exp(UH)) ( = π(exp(U)) ) è un intorno di π(e). �

Siamo ora in grado di definire la struttura di varietà analitica su G/H. Per fare

ciò, consideriamo No =
◦

̂π ◦ ψ(U), (dove U è l’aperto introdotto nel Lemma 6.3).
Sia poi X1, . . . , Xr una base fissata di M. Osserviamo allora che l’applicazione

ϕg : π ◦ Lg ◦ ψ(U) → Rn

π(g(exp(x1X1 + · · · + xrXr)) �→ (x1, . . . , xr)

è un omeomorfismo di gNo su un aperto di Rr, poichè il gruppo G agisce come
gruppo di omeomorfismi di G/H. Non è difficile (ma noioso!) verificare che le
carte {ϕg}g∈G forniscono un struttura di varietà analitica su G/H (ovvero che se
gNo ∩ g′No �= ∅, l’applicazione ϕg ◦ ϕ−1

g′ è analitico reale). Segue cośı anche che la
dimensione è r = dimG − dim H. �

Sia ora M una varietà su cui un gruppo di Lie G agisca transitivamente. Se
fissiamo un punto m ∈ M , possiamo considerare l’applicazione Θm : G → M data
da

Θm(g) = g(m).

È chiaro che l’applicazione Θm è continua e surgettiva, poichè G agisce transitiva-
mente; inoltre, se H denota il sottogruppo di isotropia del punto m (H è chiuso!),
l’applicazione Θm induce un’applicazione continua e surgettiva Θ̃m : G/H → M
data da

Θ̃m(gH) = g(m).

L’applicazione Θ̃m risulta anche essere iniettiva, in quanto se g(m) = g′(m), allora
g′−1g ∈ H, ovvero gH = g′H. Di fatto, possiamo dimostrare qualcosa di più, e cioè
che l’applicazione Θ̃m è un’equivalenza, come G-spazi, di G/H ed M . A questo
scopo, dimostriamo dapprima la seguente
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Proposizione 6.4. L’applicazione Θ̃m è un omeomorfismo

Dimostrazione. Basta provare che l’applicazione Θ̃m è aperta e questo si può
ridurre a mostrare che Θm è aperta.

Sia V ⊂ G un aperto, g ∈ V un elemento qualunque e determiniamo un intorno
compatto U di e in G con U = U−1 e gU2 ⊂ V .

Ora il gruppo G si può esprimere come G =
⋃

g∈G gU e, poichè G è a base
numerabile, per il teorema di Lindelöff, esisterà una successione {gn}n∈N tale che
G =

⋃
n gnU . Poichè l’azione di G su M è transitiva, abbiamo che

M =
⋃
n

gnU(m).

Ciascun gnU è compatto in G, di modo che ciascun insieme di orbite gnU(m) è
compatto (e quindi chiuso) in M . Per il teorema di Baire, deve esistere almeno un
indice p ∈ N tale che la parte interna di gpU(m) sia non vuota. Ma l’elemento gp

agisce come un omeomorfismo di M in sè e quindi
◦

Û(m) �= ∅.

A questo punto, consideriamo un elemento u ∈ U con u(m) ∈
◦

Û(m), tale che

m ∈
◦

̂u−1U(m) ⊂
◦

Û2(m) .

Infine,

g(m) ∈
◦

̂gU2(m) ⊂
◦

V̂ (m) .

Poichè il ragionamento non dipende dall’elemento g ∈ V prescelto, ne segue che
V (m) è aperto. �

Siamo ora in grado di mostrare che G/H ed M sono equivalenti.

Teorema 6.5. L’applicazione Θ̃m è un diffeomorfismo G-equivariante di G/H
(con la struttura di varietà analitica data dal Teorema 6.3) su M . In altre parole,
l’azione di G su M è equivalente all’azione su G/H.

Inoltre la componente connessa Go dell’identità in G agisce transitivamente su
M .

Dimostrazione. La dimostrazione verrà divisa in tre parti: nella prima mo-
striamo che l’applicazione Θ̃m è differenziabile, nella seconda che Θ̃m∗|[eH] è un
isomorfismo e nella terza che Θ̃m ha differenziale ovunque invertibile e quindi,
essendo biiettiva, è un diffeomorfismo.

La differenziabilità di Θ̃m è provata facilmente nel modo seguente: con le no-
tazioni usate nella dimostrazione del Teorema 6.2, osserviamo che π|ψ(U) è inverti-
bile e che π−1|No è differenziabile. Allora, poichè

Θ̃m|No = Θm ◦ π−1|No ,
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ne segue che Θ̃m|No è differenziabile. Osservando ora che

Θ̃m(g′gH) = g′Θ̃m(gH), g, g′ ∈ G (6.1)

e che G agisce transitivamente e in modo differenziabile sia su G/H che su M ,
otteniamo che Θ̃m è differenziabile ovunque.

Proviamo ora l’iniettività di Θ̃m∗|[eH]: poichè π è una submersione, ogni vettore
tangente Y ∈ T[eH](G/H) sarà esprimibile come Y = π∗|e(X), per qualche X ∈ G.
Notiamo allora che

Θ̃m∗|[eH](Y ) = Θ̃m∗|[eH](π∗e(X)) = Θm∗|e(X).

Supponiamo ora che Y stia nel nucleo di Θ̃m∗[eH]; ne segue che

Θm∗|e(X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Θm(exp(tX)) = 0 .

Ma allora, per la Proposizione 3.6,

Θm∗|e(X) ∈ Lie(GΘm(e)) = H

e quindi Y = dπe(X) = 0, il che prova l’iniettività.
Abbiamo già provato che Θ̃m è un omeomorfismo e quindi, per l’invarianza topo-

logica della dimensione, abbiamo che dim G/H = dimM , da cui otteniamo che
Θ̃m∗|[eH] è invertibile.

Ora, dalla relazione (6.1), segue subito che Θ̃m∗ è invertibile ovunque e che Θ̃m

è un diffeomorfismo.
Veniamo ora all’ultima asserzione: è chiaro che G =

⋃
g∈G Gog e che Gog è un

sottoinsieme aperto di G, qualunque sia g ∈ G. Allora M è unione delle orbite
{Gog(m)}g∈G, ciascuna delle quali è aperta perchè l’applicazione Θm è aperta.
Poichè due orbite Gog(m), Gog′(m) sono disgiunte od uguali ed M è connesso, ne
segue che M coincide con una singola orbita Gog(m) = Go(gm), ovvero che Go

agisce transitivamente. �

Il precedente teorema ci permette di identificare ogni spazio omogeneo con uno
spazio di laterali del tipo G/H. Si ha perciò:

Corollario 6.6. Ogni spazio omogeneo ammette una struttura di varietà ana-
litica.

Esempio 6.7. Consideriamo la sfera Sn = {x ∈ Rn+1| ||x|| = 1}. Il gruppo
delle isometrie lineari O(n + 1, R) agisce transitivamente su Sn e il sottogruppo di
isotropia del punto (1, 0, . . . , 0) ∈ Sn può essere identificato con O(n, R). Per il
Teorema 6.5, Sn può essere identificata come lo spazio omogeneo

Sn = O(n + 1, R)/O(n, R)
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e notevoli proprietà di Sn possono essere dimostrate in virtù di questa identifi-
cazione. Si deve tuttavia osservare che esistono altri gruppi che agiscono effettiva-
mente e transitivamente su Sn ed è quindi possibile ottenere altre rappresentazioni
della sfera come spazio di laterali.

Nel seguente schema, riportiamo la classificazione di tutti i gruppi connessi com-
patti G che agiscono transitivamente sulla sfera (per la dimostrazione della classifi-
cazione, si veda e.g. [MoSa]). Nella tabella indichiamo il sottogruppo di isotropia
H, a meno di coniugio, e la dimensione della sfera corrispondente. Si noti infine
che l’azione di G su Sn ⊂ Rn+1 è sempre quella indotta dall’azione lineare di G su
Rn+1:

G H n

SO(k) SO(k − 1) k − 1
U(k) U(k − 1) 2k − 1

SU(k) SU(k − 1) 2k − 1
Sp(1)×Sp(k)

Z2

Sp(1)×Sp(k−1)
Z2

4k − 1
T 1×Sp(k)

Z2

T 1×Sp(k−1)
Z2

4k − 1
Sp(k) Sp(k − 1) 4k − 1

Spin(9) Spin(7) 15
Spin(7) G2 7

G2 SU(3) 6

Altre rappresentazioni della sfera possono essere ottenute come spazi di laterali
di gruppi non compatti; ad esempio possiamo considerare l’azione Θ del gruppo
SL(n + 1, R) su Sn definito come segue

Θ(A, p) =
Ap

||Ap|| A ∈ SL(n + 1, R), p ∈ Sn.

Tale azione è ancora effettiva e transitiva e fornisce la rappresentazione Sn =
SL(n + 1, R)/H, dove H è un opportuno sottogruppo di isotropia (in questo caso
necessariamente non compatto!).

Esempio 6.8. Lo spazio proiettivo reale RPn è uno spazio omogeneo rispetto
all’azione transitiva di G = SO(n+1, R). Infatti l’azione transitiva di G sulla sfera
Sn passa al quoziente RPn = Sn/{±Id}. In tal caso però l’azione non è sempre
effettiva: è facile verificare infatti che il nucleo N di tale azione è dato da N = {Id}
se n è pari, mentre N = {±Id} se n è dispari.

Esempio 6.9. L’importanza del Corollario 6.6 risiede anche nel fatto che costi-
tuisce un importante strumento per definire una struttura di varietà analitica su
spazi topologici, sui quali sarebbe altrimenti molto difficile costruire persino una
struttura di varietà differenziale.

Un caso interessante è costituito dallo spazio delle grassmaniane Gk,n, ovvero
l’insieme dei sottospazi di Rn di dimensione k

Gk,n = {V ⊂ Rn|dim V = k} .
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Si verifica subito che il gruppo GL(n, R) agisce transitivamente sull’insieme dei
k-sottospazi di Rn e che il sottogruppo di isotropia H di un qualunque elemento
V ∈ Gk,n è chiuso in GL(n, R). Ne segue che Gk,n può essere identificato con
GL(n, R)/H e che ammette una ed una sola struttura di varietà analitica in modo
che l’azione di GL(n, R) sia analitica. Come applicazione si ottiene anche che la
dimensione di G(n, k) è uguale a n2 − dimH = k(n − k).

La stessa procedura può essere utilizzata per dimostrare l’esistenza di una strut-
tura di varietà analitica anche per la cosiddetta flag manifold (o varietà bandiera),
cioè l’insieme di tutte le successioni di n sottospazi vettoriali di Rn

V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn = Rn

che soddisfano alle condizioni dimVj = j per ogni 1 ≤ j ≤ n.
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§6.2 Varietà omogenee e fibrati principali .

Sappiamo allora che ogni spazio omogeneo M si può rappresentare come quozi-
ente G/H per un opportuno sottogruppo chiuso H di G. Si osservi che il gruppo
G costituisce anche lo spazio totale di un fibrato principale con base M , gruppo
di struttura H e proiezione π (vedi Cap.II). Infatti basta notare che il gruppo H
agisce differenziabilmente sul gruppo G in modo libero tramite traslazioni destre e
che lo spazio base M è diffeomorfo al quoziente G/H; resta soltanto da verificare
che la proiezione è localmente triviale, ovvero che per ogni m ∈ M esiste un intorno
U(m) in M e un’applicazione τ : π−1(U) → H tale che

φ : π−1(U) → U × H

g �→(π(g), τ(g))

sia un diffeomorfismo. In base alla notazione del Teorema 6.2, la verifica di questa
affermazione conclusiva, può essere condotta considerando l’aperto U = No e
l’applicazione τ = exp ◦(π ◦ ψ)|−1

No
.

Si noti che la fibrazione π : G → G/H non è quasi mai globalmente banale. Tut-
tavia, una condizione sufficiente è fornita dal seguente risultato dovuto a Mal’čev.

Proposizione 6.10. Sia G un gruppo di Lie semplicemente connesso e H un
sottogruppo di Lie normale in G. Allora H è chiuso e la fibrazione π : G →
G/H è globalmente triviale. In particolare H e G/H sono entrambi semplicemente
connessi.

Dimostrazione. Seguiremo il metodo di dimostrazione di Hochschild ([Hoc]).
Indichiamo con G e H le algebre di Lie di G e H rispettivamente. Sia ora A l’insieme
di tutti gli ideali propri a di G che contengono H e sia G1 un elemento massimale
di A. Per ricorrenza si possono trovare sottoalgebre Gi (i = 0, . . . , r) con G0 = G
e Gr = H ⊆ Gr−1 ⊆ · · · ⊆ G0 e tali che ciascun Gi è un elemento massimale tra gli
ideali propri di Gi−1 contenenti H. Una qualunque successione di tali sottoalgebre
verifica sempre le proprietà indicate nei seguenti due lemmi.

Lemma 6.11. Per ogni intero 1 ≤ i ≤ r, esiste una sottoalgebra bi tale che

Gr−i = bi ⊕ Gr−i+1 .

Dimostrazione. Basta provare che, dato un ideale a di G che sia massimale
nell’insieme degli ideali propri, allora esiste una sottoalgebra b tale che G = a ⊕ b.
Per mostrare ciò, osserviamo che, essendo a massimale, l’algebra quoziente G/a
è o semplice oppure ha dimensione uguale a 1. Se dimG/a = 1, basta prendere
un elemento X ∈ G \ a e porre b = L(X). Se G/a è semplice, il suo radicale è
nullo e quindi rad(G) ⊆ a. Per il Teorema di Levi e Mal’čev, possiamo trovare una
sottoalgebra semisemplice m con G = rad(G)⊕m e, poichè m∩ a è un ideale di m,
esiste una sottoalgebra semplice b di m tale che

m = b ⊕ (m ∩ a) .

È chiaro a questo punto che G = b ⊕ a. �
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Lemma 6.12. Siano B1, . . . , Br i sottogruppi di Lie connessi corrispondenti alle
sottoalgebre b1, . . . , br. I gruppi H e B1, . . . , Br sono chiusi e semplicemente con-
nessi. Inoltre l’applicazione

(br, . . . , b1, h) �→ br · . . . · b1 · h

di Br × · · · × B1 × H in G è un diffeomorfismo analitico.

Dimostrazione. Proviamolo per induzione su r. Per r = 1 abbiamo G =
b1⊕H. L’algebra di Lie G è isomorfa al prodotto semidiretto b1×σ H, dove σ(Y ) =
ad(Y )|H per ogni Y ∈ b1. Possiamo allora introdurre l’omomorfismo φ : B1 →
Aut(H) dato da

φ(b)(a) = bab−1 a ∈ H, b ∈ B1

e considerare il gruppo di Lie G̃ = B1 ×φ H avente algebra b1 ×σ H. Adesso,
l’applicazione λ : B1 ×φ H → G data da

λ(b, h) = b · h

è un omomorfismo di Lie il cui differenziale λ∗ è un isomorfismo di b1 ×σ H su
G. Poichè G è semplicemente connesso, λ è un isomorfismo. Si conclude che
H = λ({1} × H) e B1 = λ(B1 × {1}) sono chiusi in G ed essendo G diffeomorfo al
prodotto B1 × H, segue che H e B1 sono entrambi semplicemente connessi.

Assumiamo ora r ≥ 2. Sia G1 il sottogruppo connesso corrispondente all’ideale
G1. Per quanto dimostrato sopra, entrambi G1 e Br sono chiusi in G e semplice-
mente connessi. Applicando l’ipotesi induttiva al gruppo G1, otteniamo che H
e B1, . . . , Br−1 sono chiusi in G1 (e quindi in G) e sono semplicemente connessi.
Inoltre l’applicazione

(br−1, . . . , b1, h) → br−1 · . . . · b1 · b1

è un diffeomorfismo di Br−1 × · · · × B1 × H su G1, da cui la tesi. �
Fine Dimostrazione. Per concludere la dimostrazione della Proposizione 6.10,

basta osservare che l’applicazione br · . . . · b1H → br · . . . · b1 fornisce una sezione
globale della fibrazione π. �

Esercizio 6.13. Si consideri il gruppo SO(4, R) che opera transitivamente sulla
sfera S3 ⊂ R4. Provare che la fibrazione π : SO(4, R) → S3 è globalmente triviale.
(Sugg.: si usi il fatto che la sfera S3 ⊂ C2 può essere identificata con il gruppo
SU(2), che opera liberamente su se stesso per traslazioni).

Determinare un diffeomorfismo esplicito ϕ : H × S3 → SO(4, R), dove H è il
sottogruppo di isotropia in (1, 0, 0, 0) ∈ S3.
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§6.3 La rappresentazione lineare di isotropia e gli spazi omogenei riduttivi .

Se M = G/H è un G-spazio omogeneo e p è la classe laterale eH ∈ M , il gruppo
di isotropia H di G in p ammette una rappresentazione naturale come gruppo di
trasformazioni lineari di TpM

ρ : H → GL(TpM)

detta rappresentazione lineare di isotropia. È definita semplicemente come

ρ(h) def= h∗|p .

Tale rappresentazione verrà studiata e utilizzata più volte nei capitoli successivi ed
un problema fondamentale per gli sviluppi successivi è quello di avere dei criteri che
permettano di determinare i casi in cui tale rappresentazione è fedele, cioè quando
ρ è un omomorfismo iniettivo.

Un esempio di rappresentazione non fedele è fornito dallo spazio omogeneo
SL(n + 1, R)/H(∼= Sn) (cfr. Esempio 6.7): se identifichiamo il laterale p = eH
con il punto (1, 0, . . . , 0) ∈ Sn, è semplice controllare che il sottogruppo di H

H ′ = {A ∈ SL(n + 1, R) : A =
(

1 tv
0 Id

)
}

ha rappresentazione lineare banale su TpS
n.

Una fra le condizioni sufficienti più sfruttate affinchè la rappresentazione lineare
di isotropia risulti fedele è la seguente.

Proposizione 6.14. Sia M = G/H una varietà omogenea connessa n dimen-
sionale, dotata di una connessione lineare G-invariante (in particolare, se ammette
una metrica pseudoriemanniana G-invariante; vedi §II.1). In questo caso la rap-
presentazione lineare di isotropia di H è fedele e quindi dim H ≤ n2.

Dimostrazione. Sia p = eH, h ∈ H un elemento avente una rappresentazione
di isotropia banale

ρ(h) = IdTpM

e sia ∇ la connessione lineare G invariante (in caso esista una metrica G-invariante
g, si può considerare la connessione di Levi Civita). Prendiamo un intorno U di
p che sia geodeticamente convesso rispetto alla connessione ∇ ed avremo che, dal
momento che ogni punto q ∈ U è esprimibile come

q = expp(X)

per qualche X ∈ TpM , allora

h(q) = expp(h∗(X)) = expp(X) = q .

Ciò prova che l’insieme F = {x ∈ M : h(x) = x, h∗|x = Id } è sia aperto che
chiuso e quindi coincide con M . �

L’enunciato della proposizione precedente non può essere invertito, nel senso
che esistono spazi omogenei G/H senza connessioni lineari G-invarianti, ma con
rappresentazione di isotropia fedele. Una condizione sufficiente, ma non necessaria,
per l’esistenza di una connessione lineare invariante è fornita dalla riduttività, la
cui definizione è la seguente.
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Definizione 6.15. Una varietà omogenea M = G/H è detta riduttiva quando
l’algebra di Lie g di G ammette una decomposizione

g = h + m ,

dove h è l’algebra di Lie di H e m è un sottospazio complementare Ad(H)-invariante.

Si noti che se H è compatto oppure semisemplice, allora G/H è riduttivo. Infatti
Ad|H è una rappresentazione di H che lascia il sottospazio h invariato; se H è com-
patto o semisemplice, ogni sua rappresentazione è semisemplice, da cui l’esistenza
del sottospazio m complementare e Ad(H)-invariante.

Un classico teorema dovuto a Vinberg (vedi [KoNo] vol. II) afferma che ogni
spazio omogeneo riduttivo ammette almeno una connessione lineare invariante. Di
conseguenza, dalla Proposizione 6.14 abbiamo subito il seguente:

Corollario 6.15. La rappresentazione di isotropia di uno spazio omogeneo
riduttivo è sempre fedele.

Sugli spazi omogenei riduttivi esiste una maniera particolarmente semplice per
descrivere la rappresentazione lineare di isotropia. Infatti sia M = G/H spazio
omogeneo riduttivo con g = h + m e si consideri la proiezione π : G → G/H;
la restrizione del differenziale ı

def= π∗|m : m → TeHG/H risulta un isomorfismo.
Quindi, utilizzando ı, possiamo considerare la rappresentazione ρ̂ = ı−1 ◦ ρ ◦ ı di H
indotta su m dalla rappresentazione di isotropia ρ.

Si ha allora che per ogni X ∈ m e h ∈ H,
ρ̂(h)(X) = (π∗e|m)−1(h∗eH(π∗e(X))

= (π∗e|m)−1 d

dt
|t=0h exp(tX)H

= (π∗e|m)−1 d

dt
|t=0h exp(tX)h−1H

= Ad(h)(X),

poichè m è Ad(h)-invariante. Ne segue quindi che la rappresentazione ρ̂ coincide
con la rappresentazione aggiunta di H su m.

Ulteriore proprietà importante è la seguente (la cui dimostrazione è lasciata per
esercizio).

Proposizione 6.16. Sia M = G/H uno spazio omogeneo riduttivo e sia g =
m + h la corrispondente decomposizione dell’algebra di Lie di G. Allora esiste una
corrispondenza biunivoca fra i campi tensoriali G-invarianti S di tipo (p,q) su M e
i tensori di tipo (p,q) su m che sono Ad(H) invarianti.

In particolare, se H è compatto e m è un sottospazio irriducibile per l’azione
Ad(H), tutte le metriche Riemanniane G-invarianti su M sono fra loro omotetiche.

Concludiamo questa sezione osservando che, se G/H è uno spazio omogeneo con
una metrica Riemanniana invariante (e quindi riduttivo in quanto H è compatto),
allora si puó sempre dotare G di una metrica Riemanniana invariante a sinistra e
tale che la proiezione π risulti una sommersione Riemanniana (vedi [Bes]).
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§6.4 Varietà omogenee compatte.

Concludiamo la discussione sulle varietà omogenee analizzando alcune proprietà
delle varietà omogenee compatte che consideriamo particolarmente interessanti.

Nell’esempio 6.8, abbiamo discusso tutte le possibili rappresentazioni della sfera
come spazio omogeneo G/H, con G connesso e compatto; e abbiamo anche visto che
tuttavia non necessariamente un gruppo G che agisce transitivamente sulla sfera
debba essere un gruppo compatto. Dal momento che i gruppi di Lie compatti pos-
seggono molteplici proprietà e sono tutti classificati risulta importante rispondere
alla seguente domanda: a quali condizioni deve soddisfare una varietà M omoge-
nea compatta per ammettere un gruppo compatto G che agisca transitivamente?
Il seguente risultato, dovuto a Montgomery (vedi [Mon]), fornisce delle condizioni
topologiche che permettono di rispondere a questo quesito in parecchie situazioni.

Teorema 6.17. Se M = G/H è una varietà omogenea compatta, connessa e
con gruppo fondamentale finito, allora esiste un sottogruppo compatto K ⊆ G che
agisce transitivamente su M .

Dimostrazione. Possiamo innanzitutto supporre che G sia connesso, even-
tualmente sostituendolo con la sua componente connessa dell’identità. Sia H il
sottogruppo di isotropia di un punto m ∈ M e consideriamo la successione esatta
lunga di omotopia per la fibrazione π : G → M

· · · → π1(M) → πo(H) → πo(G) → {0} .

Dal fatto che π1(M) è finito, segue che H possiede un numero finito di componenti
connesse. Consideriamo dapprima il caso in cui H è connesso e poi estenderemo il
risultato al caso generale.

Una proprietà classica dei gruppi di Lie (vedi e.g. [Hel]), afferma che, se G è
connesso, allora è esprimibile come prodotto

G = K · E (6.4.1)

con K sottogruppo compatto massimale ed E sottogruppo diffeomorfo allo spazio
euclideo Rn. Dal momento che H è connesso, lo stesso risultato permette di es-
primerlo come

H = L · F (6.4.2)

con L compatto e F ∼= Rq. È altres̀ı noto che i gruppi massimali compatti di
un gruppo di Lie sono unici a meno di coniugio (vedi e.g. [Hel]). Perciò è sempre
possibile determinare K in modo tale che L ⊆ K. Consideriamo ora le due fibrazioni

p1 : G/L → G/K p2 : G/L → G/H .

Per la (6.4.1), G/K è diffeomorfo ad uno spazio euclideo e quindi la fibrazione p1 è
banale. Di conseguenza G/L � K/L × Rn e K/L è omeomorfo ad un retratto per
deformazione di G/L.

Allo stesso tempo, tutte le fibre di p2 sono diffeomorfe a H/L � Rq e sono quindi
contraibili. Allora esiste una sezione globale

σ : M � G/H → G/L
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(si veda [Hus]) e la sottovarietà σ(M) ∼= M risulterà anch’essa un retratto per
deformazione di G/L.

Possiamo allora dedurre che le proprietà omologiche di M e di K/L devono essere
le stesse. Essendo M compatto, esiste un ciclo z di dimensione n = dimM che non
è omologo a 0 e questo implica che anche l’omologia Hn(K/L) non è banale. Quindi

n = dim M ≤ dim(K/L) .

D’altra parte, se consideriamo il punto m = eH ∈ M e l’orbita K(m), si ha che

K(m) ∼= K/(K ∩ H) = K/L

perchè L è un sottogruppo massimale compatto di H. Quindi

dim M ≥ dim K(m) = dim K/L ≥ dim M

e si conclude che K(m) = M , cioè K agisce transitivamente su M .
Nel caso in cui H non sia connesso, sia Ho la componente connessa dell’identità

e si osservi che la fibrazione

p3 : G/Ho → G/H

è un rivestimento finito essendo H/Ho finito. Poichè G/H è compatto, anche G/Ho

è compatto e, per quanto già dimostrato, il sottogruppo massimale compatto K
agisce transitivamente su G/Ho e quindi anche su G/H. �

Il precedente risultato viene raffinato dal seguente Teorema.

Teorema 6.18. Sia M = G/H una varietà omogenea compatta, connessa, con
gruppo fondamentale finito e G compatto. Allora il sottogruppo massimale semisem-
plice S agisce transitivamente su M .

Dimostrazione. Ricordiamo che se G è un gruppo compatto e connesso, allora
si esprime in modo unico come

G = S · Z

dove S è un sottogruppo massimale semisemplice e Z è il centro di G. S è univo-
camente determinato ed è un sottogruppo chiuso, connesso e normale di G. Segue
dunque che il sottogruppo SH è sempre un sottogruppo chiuso e normale.

Dal momento che G/S è isomorfo a Z, abbiamo che G/HS è isomorfo ad un
sottogruppo compatto abeliano di Z e quindi ad un toro. Consideriamo ora la
fibrazione

p1 : G/H → G/SH .

La fibra è diffeomorfa a HS/H e quindi è connessa essendo S connesso. Dalla
sequenza esatta lunga di omotopia

· · · → π1(G/H) → π1(G/HS) → π0(HS/H) = 0 → . . .
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e dal fatto che π1(G/H) è finito, abbiamo che anche π1(G/HS) è finito. Ma essendo
G/HS un toro, questo può accadere solo se è ridotto ad un punto, ovvero se e solo
se G = H · S. Questo mostra che S agisce transitivamente su G/H. �

Limitiamoci ora a considerare varietà omogenee compatte M = G/H con G
compatto. Come vedremo, molte informazioni sul gruppo G possono essere dedotte
dalla caratteristica di Eulero χ(M) di M .

Comunque, per enunciare questi risultati, ricordiamo dapprima una coppia di
definizioni, riguardanti oggetti classici nella teoria dei gruppi di Lie compatti. Se
G è un gruppo di Lie compatto, si dice rango di G la dimensione di un suo toro
massimale T (cioè di un sottogruppo abeliano massimale compatto). Si ricordi che
tutti i tori massimali di un gruppo compatto sono coincidenti fra loro a meno di
coniugio e che ogni elemento a ∈ G appartiene ad almeno un toro massimale. Il
gruppo di Weyl W (G) di G è invece il quoziente N(T )/T , per un qualunque toro
massimale T ⊂ G, dove N(T ) è il normalizzatore di T in G. Il gruppo di Weyl di
un gruppo compatto è sempre un gruppo discreto.

Teorema 6.19. Sia M = G/H una varietà omogenea compatta, connessa e con
il gruppo G compatto. Allora:
a) χ(M) ≥ 0;
b) χ(M) > 0 se e solo se H ha lo stesso rango di G; inoltre, π1(G/H) ∼= H/Ho;
c) χ(M) = w(G)

w(H) , dove w(G) e w(H) sono gli ordini dei gruppi di Weyl di G e di
H, rispettivamente.

In particolare, se T è un toro massimale di un gruppo compatto G ed N(T ) è il
suo normalizzatore, si ha che

χ(G/T ) = w(G) , χ(G/N(T )) = 1 .

Dimostrazione. Ricordiamo alcuni fatti ben noti sulla caratteristica di Eulero.
Se f è un diffeomorfismo di una varietà compatta M con un numero finito di punti
fissi {pi}i=1...k aventi indice mi = sign det(df |pi − Id), il numero di Lefschetz λf è
dato da

λf = (−1)n
∑

i

mi.

Inoltre se f è omotopa all’identità, è ben noto che λf = χ(M). Proviamo ora il
seguente

Lemma 6.20. Sia f ∈ G con un punto fisso isolato in M . Allora l’indice di tale
punto fisso è (−1)n.

Dimostrazione. Prima di tutto si osservi che il differenziale dfp, dove p in-
dica il punto fisso, non può avere autovalori reali positivi: infatti, rispetto ad una
metrica Riemanniana g G-invariante, dfp è una isometria di (TpM,g) e se λ fosse
un tale autovalore con autovettore relativo v ∈ TpM dovrebbe essere λ = ±1 e
la trasformazione f dovrebbe fissare ogni punto della geodetica exp(tv). Questo
contraddice il fatto che p è un punto fisso isolato. Ne segue che det(dfp− tId) non è
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mai nullo e che quindi il segno di det(dfp − Id) è uguale al segno del det(dfp − tId)
per t reale positivo grande, ovvero (−1)n. �

Ne segue che, se f ∈ G possiede un numero finito di punti fissi, il numero di tali
punti fissi è pari a χ(M). Proviamo allora il seguente

Lemma 6.21. Esiste un elemento a ∈ G che ha solo un numero finito di punti
fissi in M .

Dimostrazione. Sia T un toro massimale di G e sia a ∈ T un elemento tale
che il sottogruppo da esso generato sia denso in T . Un punto p = xH ∈ M è fisso
per a se e solo se x−1ax ∈ H. Dal momento che a genera T , questo significa che p
è fisso se e solo se

x−1Tx ⊂ H .

Dunque, se H ha rango minore del rango di G, a non possiede punti fissi e quindi
χ(M) = 0. Se invece il rango di H è pari a quello di G, possiamo, a meno di coniugio,
supporre che T sia contenuto in H e dunque essere anche un toro massimale di H.
Se x ∈ G è tale che x−1Tx ⊂ H esiste un elemento h ∈ H tale che x−1Tx = hTh−1,
poichè due tori massimali sono coniugati. Ciò significa che l’elemento xh appartiene
al normalizzatore N(T ) ovvero che una classe xH rappresenta un punto fisso di a se
e solo se xH contiene un elemento di N(T ). Ma se y ∈ xH ∩N(T ), poichè T ⊂ H,
si ha yT ⊂ xH; poichè il gruppo di Weyl N(T )/T è finito, ne segue che esistono
solo un numero finito di classi xH che contengono classi laterali yT, y ∈ N(T ) e
con ciò il Lemma è dimostrato. �

Dalla dimostrazione del Lemma 6.21, segue anche l’affermazione sul rango del
sottogruppo H. Abbiamo provato che se a genera T , allora xH rappresenta un
punto fisso di a se e solo se xH contiene una classe laterale yT con y ∈ N(T ). Ne
segue che esiste un’applicazione surgettiva

φ : N(T )/T → Fix(a)

che ad ogni classe laterale yT associa il punto rappresentato dall’unica classe laterale
xH tale che yT ⊂ xH. Due classi laterali yT e y′T danno lo stesso punto fisso se e
solo se y′−1y ∈ N(T ) ∩ H = NH(T ), ovvero se e solo se hanno la stessa proiezione
sul gruppo NH(T )/T . Ne segue χ(M) è pari alla cardinalità di Fix(a), che è uguale
all’indice [W : H ′/T ], dove W = N(T )/T è il gruppo di Weyl.

Resta ora da dimostrare l’asserzione riguardo al gruppo fondamentale nel punto
b).

Si consideri il rivestimento finito G/Ho → G/H; mostreremo che G/Ho è
semplicemente connesso, concludendo cos̀ı la dimostrazione. Infatti, sia T un
toro massimale per Ho, che è massimale anche per G e si consideri la fibrazione
G/T → G/Ho con fibra tipica Ho/T connessa. Per la successione esatta lunga
di omotopia, basta dimostrare che G/T è semplicemente connesso, ovvero che
l’iniezione T ↪→ G induce un epimorfismo π1(T ) → π1(G). Dotiamo G di una
metrica biinvariante e prendiamo un laccio γ puntato in e. Poichè ogni classe di
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omotopia di lacci in G contiene un laccio geodetico ed ogni geodetica di una met-
rica biinvariante è un sottogruppo ad un parametro (vedi [GHL]), sia σ : R → G un
sottogruppo tale che

σ(α) = e , [σ|[0,α]] = [γ] .

Il sottogruppo abeliano σ(R) è contenuto in un toro massimale e quindi esiste g ∈ G
tale che gσ(t)g−1 ∈ T , t ∈ R; poichè G è compatto, g = exp(X) per qualche X ∈ g.
Di conseguenza, l’applicazione

(s, t) �→ exp(sX)σ(t) exp(−sX)

costituisce un’omotopia di σ con gσg−1 e quindi [γ] = [gσg−1|[0,α]].
Questo conclude la dimostrazione del teorema. �

Il Teorema 6.19 porta a molte conseguenze interessanti, fra cui i seguenti tre
corollari.

Corollario 6.22. Se M = G/H è una varietà omogenea compatta, connessa
con G compatto e χ(M) = 0, allora nessuna trasformazione a ∈ G ammette punti
fissi isolati.

Dimostrazione. Sia p = xH un punto fisso isolato della trasformazione a ∈ G.
Questo implica non solo che x−1ax ∈ H, ma anche che, se T è un toro massimale
contenente a,

(tx)−1a(tx) = x−1(t−1at)x = x−1ax ∈ H

per ogni t ∈ T . Allora, tutti i punti di T (xH) sono punti fissi di a ed essendo x
isolato, questo implica che

T (xH) ⊆ xH

cioè x−1Tx ⊆ H. Ma allora il rango di H è uguale al rango di G e quindi χ(M) > 0
per il Teorema 6.19: contraddizione. �

Corollario 6.23. Sia M = G/H varietà omogenea, compatta, connessa, con
G compatto e con azione effettiva. Se χ(M) �= 0 allora il centro di G è banale.

Dimostrazione. Se χ(M) �= 0, G e H hanno lo stesso rango e qualunque toro
massimale T di H è un toro massimale per G. D’altra parte, ogni toro massimale
di G deve contenere il centro Z e quindi possiamo concludere che Z ⊆ H. Dal
momento che G agisce in modo effettivo, l’unico sottogruppo normale contenuto in
H è il gruppo banale {e} e da qui la tesi. �

Corollario 6.24. Sia M = G/H una varietà omogenea compatta e semplice-
mente connessa, con G compatto ed azione effettiva. Se χ(M) è un numero primo,
allora G è semplice.

Per la dimostrazione di questo corollario, rimandiamo a [Bor2].
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Vogliamo completare la discussione sulla caratteristica di Eulero delle varietà
omogenee compatte fornendo una formula integrale per il suo calcolo.

Sia M = G/K con G compatto e sia dµ la misura biinvariante di Haar su K.
Indichiamo poi con ρ : K → GL(T[eK]M) la rappresentazione lineare di isotropia
mentre con ρp l’azione indotta sullo spazio Λp(T[eK]M)K dato dalle p - forme su
T[eK]M che sono Λp(ρ(K))-invarianti. Si osservi che Λp(T[eK]M)K è anche isomorfo
allo spazio delle p-forme differenziali su M che sono G-invarianti. Dal momento che
il complesso Λ∗(T[eK]M)K determina la coomologia di M , otteniamo che

χ(M) =
∑

p

(−1)p dim Λp(T[eK]M)K .

Si osservi ora che l’operatore
∫

K
ρp(k)dµ(k) ∈ GL(Λp(V )) è idempotente, da cui

segue che ∫
K

Tr ρp(k)dµ(k) = dim Λp(V )K .

In conclusione, abbiamo la seguente interessante formula integrale

χ(M) =
∑

p

(−1)p

∫
K

Tr ρp(k)dµ(k) =
∫

K

det(I − ρ(k))dµ(k) , (6.4.3)

conseguenza di una nota formula di algebra lineare.

Concludiamo infine questa sezione sulle varietà omogenee compatte con un teo-
rema che permette di determinare il gruppo di trasformazioni G a partire dai numeri
di Betti della varietà.

Teorema 6.26. Sia M = G/H una varietà omogenea compatta e connessa,
con G compatto, connesso e con azione effettiva. Se per qualche intero 1 ≤ j ≤
dimM = n, il j-esimo numero di Betti verifica

bj(M) =
(

n
j

)

allora G è un toro e H = {e}.

Dimostrazione. Poniamo M = G/H, dove H è il sottogruppo di isotropia di
G in p ∈ M . Indichiamo poi con Ωj(G/H) lo spazio delle j-forme su G/H e con
Ωj(G/H)G il sottospazio di quelle G-invarianti. Se nj = dim Ωj(G/H)G, è chiaro
che

bj(M) ≤ nj ≤
( n

j

)
,

poichè ogni forma chiusa è coomologa ad una forma chiusa G-invariante (usando
un semplice procedimento di integrazione) ed inoltre ogni forma G-invariante è
determinata dal valore che assume in un punto.
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Indichiamo ora con ρ : H → GL(V ) la rappresentazione di isotropia in p, dove
V ∼= TpM e con ρ(j) : H → GL(Λj(V )) la rappresentazione indotta Λj(V ). Con
tale notazione, abbiamo che

Ωj(G/H)G ∼= Λj(V )ρ(j)(H).

Poichè per ipotesi bj(M) =
( n

j

)
, abbiamo che nj =

( n

j

)
= dim Λj(V ) e quindi

Λj(V ) = Λj(V )ρ(j)(H), ovvero ogni elemento di H agisce come l’identità su Λj(V ).
Da un semplice argomento di algebra lineare segue che ρ(H) ∈ {±Id} e quindi,
essendo la rappresentazione ρ fedele, H è finito. Pertanto la fibrazione G → G/H
è un rivestimento e quindi

( n

j

)
= bj(M) ≤ bj(G) ≤

( n

j

)
,

forzando bj(G) =
( n

j

)
. Ma allora, usando lo stesso argomento, possiamo provare

che Ad(G) = {Id}, essendo G connesso, e quindi G risulta abeliano. Poichè l’azione
di G è effettiva, H è banale e l’azione è libera. Inoltre G, essendo compatto, connesso
e abeliano, è un toro. �

Il Teorema 6.26 permette di determinare immediatamente qualunque gruppo
compatto di azioni effettive su un toro.

Corollario 6.27. Se G è un gruppo compatto e connesso, che agisce transiti-
vamente su un toro T , allora G = T .

Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema 6.26 e dal fatto che

bj(T ) =
(

dimT
j

)

per ogni 1 ≤ j ≤ dimT . �

Per quanto riguarda, più in generale, la determinazione della coomologia di uno
spazio omogeneo, rimandiamo a [BoHi].
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CAPITOLO II

G-STRUTTURE E LORO AUTOMORFISMI

§1. Il fibrato dei riferimenti lineari e le G-strutture su M .

Ricordiamo qui velocemente le nozioni fondamentali sui fibrati principali e sul
fibrato dei riferimenti lineari. Un fibrato principale sulla varietà M con gruppo
strutturale G è una varietà P su cui è definita un’azione libera del gruppo di Lie G

R : G × P → P

(g, p) �→ Rgp
def= p · g

che soddisfa alle seguenti condizioni:
1) M è lo spazio delle orbite P/G e la proiezione canonica π : P → M è differen-

ziabile;
2) La fibrazione π : P → M è localmente banale, ovvero per ogni x ∈ M esiste

un intorno U di x tale che π−1(U) è G-equivalente a U × G (dove l’azione di G su
U ×G è il prodotto dell’azione banale su U per l’azione a destra di G su se stesso).

Come vedremo nel capitolo successivo, in caso l’azione di G risulti essere propria,
la condizione 2) diventa equivalente ad affermare che le orbite di G su P sono tutte
regolari.

La varietà M è detta base del fibrato P , mentre, per ogni punto x ∈ M , l’insieme
π−1(x) (che coincide con un orbita di G) è detto fibra su x; poichè l’azione è libera,
ogni fibra è diffeomorfa a G.

Una sezione locale di un fibrato P con base M è una applicazione σ liscia

σ : U ⊂ M → P

tale che
π ◦ σ = id|U .

Si noti che P è banale, ovvero è G-equivalente a M × G, se e solo se esiste una
sezione globale.

Se A è un qualunque elemento dell’algebra di Lie G di G e se chiamiamo Σ
l’azione di G su P , la trasformazione infinitesima corrispondente A∗ def= ρΣ∗(A)
(vedi §I.3) è di solito chiamata, nella terminologia dei fibrati, campo fondamentale
corrispondente ad A.

Typeset by AMS-TEX
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Abbiamo detto che l’azione di G, la cui algebra di Lie denoteremo con G, è libera
e dunque è bene ricordare che, fissato un qualunque punto u ∈ PG, l’omomorfismo
valu : G → TuPG dato da

valu(A) = A∗
u (1.1)

è in realtà un omomorfismo iniettivo; l’immagine poi di valu coincide esattamente
con lo spazio tangente alla fibra π−1(π(u)).

Se G1 ⊂ G2 sono due gruppi di Lie, e se P1 e P2 denotano due fibrati principali
con gruppi strutturali G1 e G2 rispettivamente, diremo che P1 è un sottofibrato di
P2 se esiste un’immersione regolare G1-equivariante φ : P1 → P2. Dalle definizioni
risulta che l’applicazione indotta fra le basi φ̃ : M1 → M2 è un’immersione regolare.
Nel seguito, per ogni sottofibrato φ : P1 → P2, identificheremo M1 con la sua
immagine φ̃(M1) ⊆ M2 e, nel caso particolare in cui tale immagine φ̃(M1) coincida
con M2, diremo che il sottofibrato P1 è una riduzione di P2.

Se P1 e P2 sono due fibrati principali con lo stesso gruppo strutturale G e la stessa
base M , un diffeomorfismo locale f : U ⊆ P1 → P2 viene detto una equivalenza
locale fra i fibrati P1 e P2 se è una equivalenza locale per quanto riguarda l’azione
di G (vedi §I.2). Gli stessi due fibrati saranno chiamati isomorfi se esiste una
equivalenza globale f : P1 → P2.

Ogni equivalenza (locale o globale) fra fibrati, trasforma G-orbite in G-orbite.
Segue dunque che la distribuzione verticale V, definita da

Vu = Tu(π−1(π(u)))

è invariante per ogni automorfismo (locale o globale) ϕ del fibrato P . Altra con-
seguenza è che, se una distribuzione D su P è complementare a Vu per ogni u ∈ P ,
allora, per ogni automorphismo ϕ, anche la distribuzione D′ def= ϕ∗(D) è comple-
mentare a V in ogni punto di P .

Fra le distribuzioni D complementari a V, le più importanti sono le cosiddette
connessioni.

Definizione 1.1. Si dice connessione su un fibrato principale P , con gruppo
strutturale G, una distribuzione regolare H, di classe C∞, che verifica, per ogni
u ∈ P ed ogni g ∈ G, le seguenti due condizioni:

a) TuP = Hu ⊕ Vu;
b) (Rg)∗(Hu) = Hu·g.

Un argomento basato sulla locale banalità del fibrato P , nonchè l’utilizzo di una
partizione dell’unità, mostra immediatamente l’esistenza di almeno una connessione
su un qualunque fibrato principale (si noti che sul fibrato banale M × G esite una
connessione naturale).

Si osservi che ogni automorfismo f del fibrato P trasforma una qualunque con-
nessione H in una distribuzione

H′ = f∗H
che è anch’essa una connessione.
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Data una classe F di automorfismi di P , una connessione viene dichiarata cano-
nica (in riferimento alla classe F) se è tale che

H = f∗H

per tutti gli automorfismi f della classe F .
Assegnare una connessione su P è equivalente ad assegnare una 1-forma ω su P

a valori nell’algebra di Lie G, detta forma di connessione, tale che
a) ω(A∗) = A per ogni A ∈ G;
b) (Rg)∗ω = Ad(g−1)ω.
La 1-forma ω determina una distribuzione H che verifica a) e b) della Definizione

1.1, se si pone
H = ker ω .

Viceversa, ogni connessione H determina una 1-forma di connessione ω, come unica
1-forma a valori in G tale che ω(H) = 0 e tale che, per ogni elemento A ∈ G,

ω(A∗) = A .

Il fibrato principale di maggior rilievo è costituito dal fibrato dei riferimenti
lineari su di una varietà M , indicato con L(M). Fissato uno spazio vettoriale V di
dimensione pari alla dimensione n di M , un riferimento lineare in un punto x ∈ M
è un qualunque isomorfismo

u : V → TxM.

Nel seguito, chiameremo V spazio vettoriale modello per TM . Si noti che, se fis-
siamo una base ordinata e1, . . . , en di V , assegnare un riferimento lineare u su x
è equivalente a determinare una base X1 = u(e1), . . . , Xn = u(en) per lo spazio
vettoriale TxM .

L’insieme L(M) di tutti i riferimenti lineari sui punti di M è dotato di una
struttura di varietà differenziabile, su cui il gruppo G = GL(V ) agisce liberamente
nel modo seguente: se u ∈ L(M) e g ∈ GL(V ), definiamo u · g come il riferimento

u · g : V → TxM

u · g = u ◦ g .

La proiezione π : L(M) → M associa ad ogni riferimento lineare su x ∈ M il punto
x stesso ed è immediato verificare che M = L(M)/G. Tale fibrazione è localmente
banale. In conclusione, L(M) costituisce un fibrato principale su M .

Sul fibrato L(M) è naturalmente definita la seguente 1-forma ϑ a valori in V ,
detta forma canonica o forma tautologica:

ϑ|u(X) def= u−1(π∗(X)), X ∈ Tu(L(M)) .

Dalla definizione stessa, segue che se g ∈ GL(V ), allora

(g∗ϑ)(X) = g−1(ϑ(X)) ∀X ∈ TP . (1.2)
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Inoltre, se usiamo la (1.2) con g = exp(tA), A ∈ gl(V ), otteniamo l’espressione per
la derivata di Lie

LA∗ϑ = −A · ϑ, (1.3)

dove A · ϑ(X) = A(ϑ(X)) per ogni X campo vettoriale su L(M).
Per ogni diffeomorfismo f : M → M esiste un unico diffeomorfismo f̂ di L(M)

che sia GL(V )-equivariante e che renda il seguente diagramma commutativo:

L(M)
f̂→ L(M)

↓ π ↓ π

M
f→ L(M)

Tale diffeomorfismo è dato da:

f̂(u) = f∗ ◦ u ,

ed è immediato verificare che f̂ preserva la forma canonica ϑ. Nel seguito chiame-
remo f̂ il diffeomorfismo sollevato di f .

Viceversa, un classico risultato (vedi e.g. [KoNo], vol I, pag. 226) afferma che
un diffeomorfismo φ di L(M) coincide con il sollevato di un diffeomorfismo f di M
se verifica le seguenti due condizioni:

a) φ preserva le fibre di L(M);
b) φ preserva la forma canonica ϑ.

Definizione 1.2. Sia G un sottogruppo di Lie di GL(V ). Una G-struttura su
M è una riduzione PG del fibrato L(M) con gruppo strutturale G.

Due G-strutture PG e P ′
G su due varietà della stessa dimensione M e M ′ sono

equivalenti se esiste un diffeomorfismo f di M su M ′ che induce un diffeomorfismo
sollevato f̂ tra L(M) e L(M ′) tale che f̂(PG) = P ′

G. Un automorfismo di PG è un
qualunque diffemorfismo di M in sè che realizza una equivalenza fra PG e se stesso.

Indicheremo con Aut(M,PG) il gruppo di tutti gli automorfismi di M , mentre
useremo il simbolo Autloc(M,PG) per indicare l’insieme dei diffeomorfismi locali
che realizzano equivalenze locali di PG in sè.

Si osservi che su qualunque G-struttura PG è naturalmente definita una forma
canonica ϑ, che non è altro che la restrizione della forma canonica di L(M). Inoltre,
analogamente a quanto detto per L(M), si può dimostrare che un diffeomorfismo
h di PG è il sollevato di un elemento di Aut(M,PG) se e solo se h è G-equivariante
e preserva la forma canonica ϑ di PG.

Particolarmente importanti sono le strutture con gruppo strutturale banale dato
dal solo elemento neutro {e}. In questo caso, le fibre di P{e} sono costituite da
un solo punto e quindi ogni {e}-struttura è in pratica l’immagine in L(M) di una
opportuna sezione globale

σ : M → L(M) .
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Si consideri ora una qualunque connessione H su una G-struttura PG e sia ω
la corrispondente forma di connessione. Si può allora costruire la 1-forma ω ⊕ ϑ a
valori in G ⊕ V . È chiaro che, per ogni u ∈ P , l’applicazione

ω ⊕ ϑ|u : TuPG → G ⊕ V

è un isomorfismo e quindi, se si prende G⊕V come spazio vettoriale modello di TP ,
(ω ⊕ ϑ|u)−1 costituisce un riferimento lineare nel punto u. Perciò ogni connessione
su PG determina una ben precisa sezione globale

σH : P → L(P )

o, in altre parole, una {e}-struttura su P .
Viceversa, abbiamo il seguente Lemma.

Lemma 1.3. Se una sezione globale σ di L(P ) verifica, per ogni punto u ∈ P ed
ogni elemento g ∈ G, le seguenti condizioni:

a) θu(σu(G)) = {0};
b) σ−1

u |σu(V ) = θu|σu(V );
c) σu·g|G = σu · Ad(g−1)|G;

allora la distribuzione
Hσ

u
def= σu(V )

è una connessione.

Dimostrazione. Esercizio.

A questa correlazione fra connessioni e sezioni globali, corrisponde una corre-
lazione fra gli automorphismi di G-strutture con connessioni canoniche e diffeomor-
fismi che mantengono invariate le corrispondenti sezioni globali. Infatti, se H è una
connessione su PG, si ha che un diffeomorfismo g : PG → PG è il sollevato di un
automorfismo f ∈ Aut(M,PG) se e solo se la sezione σ′ data da

σ′ = g∗ ◦ σH

verifica le condizioni a), b) e c) del Lemma 1.3 (per la dimostrazione di questo
fatto, vedi paragrafo successivo). Di conseguenza, nel caso H sia una connessione
canonica (per quanto riguarda la classe dei diffeomorfismi sollevati di Aut(M,PG)),
un diffeomorfismo g coincide con un diffeomorfismo f̂ sollevato di f ∈ Aut(M,PG),
se e soltanto se

g∗ ◦ σH = σH .

Torneremo diffusamente sulle proprietà dei diffeomorfismi che mantengono invariate
opportune sezioni del fibrato lineare nel §4.
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Esempio 1.4. Sia g una metrica Riemanniana su M . Il fibrato dei riferimenti
ortonormali Og(M) è l’insieme dei riferimenti lineari u ∈ L(M) tali che

u∗(g) =<,>

dove <,> è un prefissato prodotto euclideo sullo spazio modello V per TM . La
stessa proprietà può enunciarsi dicendo che se {e1, . . . , en} è una base ortonormale
su (V,<,>), un riferimento u appartiene a Og(M) se e solo se i vettori

u(ei) = Xi

costituiscono una base ortonormale rispetto alla metrica Riemanniana g nel punto
π(u).

Og(M) è una riduzione di L(M) con gruppo strutturale O(V,<,>), cioè il gruppo
delle isometrie di (V,<,>). Più in generale, una qualunque O(V,<,>)-struttura P
su M coincide con il fibrato Og(M) per la metrica Riemanniana g definita su ogni
p ∈ M come

g(X,Y )p =< u−1(X), u−1(Y ) >

per qualche riferimento u ∈ π−1(p) ⊂ P .
Infine, un diffeomorfismo f è un elemento di Aut(M,Og(M)) se e solo se è una

isometria per (M, g).

Esempio 1.5. Su una varietà Riemanniana (M, g) si può sempre considerare il
fibrato COg(M) ⊂ L(M) di tutti i riferimenti lineari u tali che

u∗(g) = λ2 <,>

per qualche 0 �= λ ∈ R e per il prodotto euclideo <,> sullo spazio V , determinato
come nell’Esempio 1.4. COg(M) è una riduzione di L(M), chiamata fibrato dei
riferimenti conformi , il cui gruppo strutturale è

CO(V,<,>) = { A ∈ End(V ) : ∃λ �= 0 tale che

< A(X), A(Y ) >= λ2 < X,Y > ∀X,Y ∈ V }

Si osservi che ogni CO(V,<,>)-struttura P su una varietà M , ammette sempre una
O(V,<,>)-riduzione (vedi Es. 1.6) e quindi esiste sempre una metrica Riemanniana
su M nella data classe conforme.

Infine, si ricordi che un diffeomorfismo f : M → M è una trasformazione con-
forme per una metrica g se e soltanto se f ∈ Aut(M,COg(M)).

Esercizio 1.6. Dimostrare che ogni CO(V,<,>) struttura ammette sempre
una O(V,<,>)-riduzione.
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Esempio 1.7. In analogia con i fibrati ortonormali o conformi determinati da un
tensore metrico su di una varietà M , è possibile determinare opportune riduzioni
di L(M) corrispondenti ad un campo tensoriale S.

Sia S un campo tensoriale su una varietà M e supponiamo che, per ogni coppia
di punti p, q ∈ M , esista una applicazione lineare F : TpM → TqM tale che

F ∗Sq = Sp .

Allora, si può sempre determinare due riduzioni di L(M), che indicheremo con
GS(M) e PGS(M) rispettivamente, che verificano :

a) f ∈ Aut(M,GS(M)) se e solo se f∗S = S;
b) f ∈ Aut(M, PGS(M)) se e solo se f∗S = λfS per qualche funzione reale λf

che non si annulla mai su M .
La costruzione di queste riduzioni può farsi nel seguente modo. Si consideri un

punto po ∈ M e si utilizzi lo spazio vettoriale V = TpoM come spazio vettoriale
modello per tutto TM . Si definisca poi il tensore Ŝ su V come

Ŝ
def= Spo .

Allora, GS(M) è dato dall’insieme dei riferimenti u in L(M) tali che

u∗Sπ(u) = Ŝ ,

mentre PGS(M) è dato come l’insieme dei riferimenti tali che

u∗Sπ(u) = λŜ

per qualche numero reale λ �= 0. Lasciamo al lettore, per esercizio, la verifica che
tali sottoinsiemi di L(M) costituiscono delle riduzioni (sugg.: si utilizzi il Lemma
2.1 della prossima sezione).

Sia (M,ω) una varietà simplettica. La costruzione precedente permette di de-
terminare una riduzione Spω(M) ⊂ L(M), con gruppo strutturale Sp(n, R), con
la proprietà che f è una trasformazione simplettica di (M,ω) se e solo se f ∈
Aut(M,Spω(M)).

Se invece θ è una 1-forma definita su tutto M , tale che (M, θ) è una varietà di
contatto, un diffeomorfismo f è una trasformazione di contatto per (M, θ) se e solo
se è un elemento di Aut(M, PGθ(M)).

Concludiamo ricordando che anche per una struttura quasi-complessa J su M
è applicabile la costruzione precedente e che quindi anche il problema della ricerca
di biolomorfismi di varietà complesse è riconducibile a quello della determinazione
di automorfismi della G-struttura corrispondente alla riduzione GJ(M). In questo
ultimo caso, il gruppo strutturale GJ della riduzione è isomorfo a GL(n

2 , C).
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§2. Connessioni e prolungamenti di G-strutture.

Per ogni G-struttura PG su una varietà M , un problema fondamentale è co-
stituito dallo studio del gruppo Aut(M,PG). Una tecnica di base a riguardo fu
introdotta da E. Cartan ed è stata successivamente formalizzata con l’introduzione
del concetto di prolungamento di una G-struttura. Come vedremo, esiste un proce-
dimento canonico che associa ad ogni sottogruppo di Lie G di GL(V ) un opportuno
sottogruppo abeliano G(1) di GL(G ⊕ V ). Corrispondentemente a questo gruppo
abeliano G(1), esiste un modo canonico di costruire sulla G-struttura PG una G(1)

struttura P
(1)
G ⊂ L(PG), soddisfacente alla seguente proprietà: ogni diffeomorfismo

φ di PG risulta un elemento di Aut(PG, P
(1)
G ) se e solo se è il diffeomorfismo sollevato

di un elemento in Aut(M,PG). Questa costruzione può essere ripetuta su P
(1)
G

e porta a considerare una G(2) struttura P
(2)
G ⊂ L(P (1)

G ) e cos̀ı via. Un fatto
essenziale è che, per una classe particolarmente rilevante di sottogruppi G ⊂ GL(V ),
esiste un intero n tale per cui il gruppo G(n) è il gruppo banale {e}. Sicchè, per
le corrispondenti G strutture, il problema della determinazione di Aut(M,PG) si
riduce a dover caratterizzare gli automorfismi di una {e}-struttura. Quest’ultimo
problema è affrontato nei paragrafi §4 e §5.

Fissato un punto u ∈ PG, diremo che un sottospazio H di TuPG è orizzontale se
π∗|H : H → Tπ(u)M è un isomorfismo di spazi vettoriali. In tal caso la restrizione
della forma canonica ϑ|H : H → V è anch’essa un isomorfismo.

In analogia a quanto detto a proposito delle connessioni su PG (vedi §1), osser-
viamo che ogni sottospazio orizzontale H in u ∈ PG, determina un riferimento
lineare di PG in u: infatti, l’applicazione lH : G ⊕ V → TuPG definita da

lH(A) = A∗|u , A ∈ G

lH(v) = (ϑ|H)−1(v) , v ∈ V (2.1)

è un isomorfismo lineare. Di conseguenza la famiglia di tutti i sottospazi orizzontali
di PG è in corrispondenza biunivoca con il sottoinsieme Z di L(PG) definito da

Z = {l : G ⊕ V → TuPG : ϑ ◦ l|V = Id , l|G⊕{0} = valu }

(si veda (1.1) per la definizione dell’applicazione valu).
Vogliamo ora verificare che Z è una riduzione del fibrato L(PG). Si osservi che

un qualunque elemento h ∈ GL(G⊕ V ) può essere rappresentato da una matrice a
blocchi

h =
(

B C
D E

)

con B ∈ End(G), C ∈ Hom(V,G), D ∈ Hom(G, V ) e E ∈ End(V ). Se l ∈ Z,
allora l ◦h ∈ Z se e solo se B = Id, D = 0 e E = Id. Di conseguenza, l’intersezione
di Z con una qualunque fibra di L(PG) coincide con un orbita per l’azione del
sottogruppo abeliano K ⊂ GL(G ⊕ V ) dato da

K = {h ∈ GL(G ⊕ V ) : ∃f ∈ Hom(V,G) tale che
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h|G = Id , h(v) = v + f(v) ∀v ∈ V } .

Inoltre, data una sezione locale σ : U ⊂ M → PG, per ogni punto p ∈ U , il sot-
tospazio vettoriale

Hσ(p)
def= σ∗(TpM)

è orizzontale e l’applicazione ψ : U → L(PG) data da

ψ(p) = lHσ(p) (2.2)

è sempre a valori in Z. Possiamo allora concludere che Z è una riduzione di L(PG),
per via del seguente

Lemma 2.1. Sia Q un sottoinsieme di un fibrato principale P con base N , gruppo
G e proiezione π. Sia K un sottogruppo di G e assumiamo che:
1) π(Q) = M ;
2) Q è K-stabile;
3) se u, v ∈ Q , allora π(u) = π(v) se e solo se u appartiene alla K-orbita per v;
4) per ogni n ∈ N , esiste un intorno U di n ed una sezione ψ : U → P con
ψ(U) ⊂ Q.

Allora Q è una riduzione di P con gruppo di struttura K.

(Per la dimostrazione di questo lemma, rimandiamo a [KoNo], vol I).

Vale ora il seguente risultato:

Proposizione 2.2. Un diffeomorfismo φ di PG appartiene a Aut(PG, Z) se e
solo se φ coincide con il sollevato f̂ di un automorfismo in f ∈ Aut(M,PG).

Dimostrazione. È lasciata per esercizio, ricordando che un diffeomororfismo
di PG è il sollevato di un diffeomorfismo di M se e solo se commuta con l’azione
del gruppo strutturale e lascia la forma canonica invariata.

A questo punto, cerchiamo di ottenere un’ulteriore riduzione del fibrato Z, che
tuttavia mantenga la proprietà enunciata dalla Proposizione 2.2.

Per ogni riferimento lineare l ∈ Z, si consideri il corrispondente sottospazio
orizzontale Hl del punto u = π(l) ∈ PG. La restrizione di dϑ al prodotto Hl × Hl

determina un’applicazione cHl
: Λ2(V ) → V definita come segue:

cHl
(v1 ∧ v2) = dϑ(ϑ|−1

Hl
(v1), ϑ|−1

Hl
(v2)) .

Se consideriamo una base {ei}i=1,...,n di V e se {ϑi}i=1,...,n sono le corrispondenti
1-forme tali che

ϑ =
n∑

i=1

ϑiei ,

la scelta di un sottospazio orizzontale H è equivalente alla determinazione di n
vettori indipendenti {Xi}i=1...,n, tali che

ϑi(Xj) = δi
j , i, j = 1, . . . , n . (2.3)
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Infatti il sottospazio H generato da questi vettori {Xi}i=1...,n risulta essere un
sottospazio orizzontale e, per ciascun indice i, Xi = ϑ|−1

H (ei).
Si può verificare che gli n vettori {Xi}i=1...,n possono essere estesi a n campi

vettoriali C∞ in un intorno opportuno di u in modo da verificare in ogni punto la
(2.3). Si osservi però che i coefficienti

ck
ij

def= −1
2
ϑk([Xi, Xj ]) = dϑk(Xi, Xj) (2.4)

non dipendono dal modo in cui i vettori {Xi}i=1...,n sono stati estesi a campi locali.
D’altra parte, dalla definizione stessa dell’applicazione cH , risulta che i coefficienti
{ck

ij} sono anche dati da ∑
k

ck
ijek = cH(ei, ej) . (2.5)

Di conseguenza, la (2.4) fornisce un metodo pratico per il computo dell’applicazione
cH .

Tramite la sua azione sui riferimenti l ∈ Z, vediamo di determinare come agisce
il gruppo strutturale K sulle corrispondenti applicazioni cHl

. Ricordiamo che per
ogni h ∈ K ed ogni A ∈ G e v ∈ V , h(A) = A mentre h(v) = v + fh(v) dove
fh ∈ Hom(V,G). Siano ora Hl e Hl·h i due sottospazi orizzontali corrispondenti ai
riferimenti l ∈ Z ed l ·h ∈ Z, rispettivamente. Dati due vettori qualunque v, w ∈ V ,
vogliamo valutare la differenza

(cH − cH′)(v ∧ w).

Per fare ciò, prendiamo i vettori X,Y in Hl e X ′, Y ′ in Hl·h, dati da

X = l(v) X ′ = l · h(v) = l(v) + (fh(v))∗ ,

Y = l(w) Y ′ = l · h(w) = l(w) + (fh(w))∗ .

Per definizione, si ha che ϑ(X) = ϑ(X ′) = v e ϑ(Y ) = ϑ(Y ′) = w. Allora

(cHl·h − cHl
)(v ∧ w) = dϑ(X ′, Y ′ − Y ) + dϑ(X ′ − X,Y ) =

= −dϑ(X ′, (fh(w))∗) + dϑ((f(v)h)∗, Y )
(2.6)

Ricordiamo ora che, per la (2.3), si possono estendere in un modo qualunque i
vettori X, X ′, Y e Y ′ a campi locali, ed otteniamo

2dϑ(X, (f(w)h)∗) = Xϑ((f(w)h)∗) − (fh(w))∗ϑ(X) − ϑ([X, (fh(w))∗])

= − L(fh(w))∗ϑ(X) = fh(w) · v

Con calcoli simili per il secondo addendo, abbiamo che

(cH − cH′)(v ∧ w) =
1
2
(f(w) · v − f(v) · w) . (2.7)
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Si definisce come operatore di Spencer la seguente applicazione di antisimmetriz-
zazione

∂ : Hom(V,G) → Hom(Λ2(V ), V )

(∂f)(v ∧ w) def=
1
2
(f(w)v − f(v)w)

per ogni v, w ∈ V . In base a questa definizione, la (2.7) si esprime come

cHl·h − cHl
= ∂fh ∈ ∂(Hom(V,G)) . (2.8)

Prendiamo ora un sottospazio lineare C di Hom(Λ2(V ), V ) che sia complementare
all’immagine dell’operatore di Spencer

Hom(Λ2(V ), V ) = C ⊕ ∂(Hom(V,G)) .

Abbiamo allora il seguente risultato:

Proposizione 2.3. Per ogni scelta del sottospazio complementare C, l’insieme
dei riferimenti lineari in L(PG) definito da

P
(1)
G

def= {l ∈ Z : cHl
∈ C }

è una riduzione di Z ⊂ L(PG) con gruppo strutturale abeliano G(1) ⊂ GL(G ⊕ V )
dato da

G(1) def= {h ∈ GL(G ⊕ V ) : ∃fh ∈ ker∂ ⊂ Hom(V,G) tale che

h|G = Id, h(v) = v + fh(v) ∀v ∈ V } . (2.9)

Dimostrazione. Per la (2.4), si osservi che se σ : U → Z è una sezione locale
di Z, l’applicazione

ϕ : π−1(U) ⊂ Z → ∂(Hom(V,G))

ϕ(σ(p) · h) def= π2(cHσ(p)·h) = ∂fh, h ∈ G(1)

(qui π2 è la proiezione sul secondo sottospazio nella decomposizione Hom(Λ2(V ),
V )) è ovunque di rango massimo. Perciò, per il teorema del Dini, è possibile
determinare una sezione σ′ : U ′ ⊂ U → π−1(U) ⊂ Z tale che ϕ◦σ′(q) = 0, per tutti
i punti q ∈ U ′. Da questo fatto e dalle precedenti osservazioni, segue che le ipotesi
1), 2) 3) e 4) del Lemma 2.1 sono verificate. �

L’importanza del fibrato P
(1)
G è manifestata dalla seguente proposizione.
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Proposizione 2.4. Un diffeomorfismo φ di PG appartiene a Aut(PG, P
(1)
G ) se

e solo se φ = f̂ , per qualche f ∈ Aut(M,PG).

Dimostrazione. Se f ∈ Aut(M,PG), il sollevato f̂ trasforma Z in sè; se l ∈
P

(1)
G (ovvero se cHl

∈ C), dal fatto che f̂ conserva la forma ϑ, si ha che

cHf̂(l)
= cHl

∈ C

e quindi f̂(l) ∈ P
(1)
G . Perciò f̂(P (1)

G ) ⊆ P
(1)
G ; esso è inoltre un automorfismo di P

(1)
G ,

in quanto qualunque sollevato f̂ commuta con l’azione di G(1).
Il viceversa è lasciato per esercizio; si noti che per provare che φ è il sollevato di

un diffeomorfismo f ∈ Aut(M,PG), basta mostrare che φ(P (1)
G ) ⊂ Z. �

Definizione 2.5. Per ogni sottogruppo di Lie G ⊆ GL(V ), il gruppo abeliano
G(1) ⊂ GL(G⊕V ) definito dalla (2.9) è detto primo prolungamento di G. L’algebra
di Lie G(1) di G(1) è detta primo prolungamento di G.

Il sottogruppo G(2) def= (G(1))(1) ⊂ GL(G(1) ⊕ G ⊕ V ) è detto secondo prolunga-
mento di G ed, in generale il gruppo G(n) = (G(n−1))(1) è detto prolungamento
ennesimo del gruppo G (analoghe definizioni valgono per le corrispondenti algebre
di Lie).

Un sottogruppo G ⊆ GL(V ) è detto di tipo finito se esiste un intero n tale che
l’ennesimo prolungamento G(n) coincide con il gruppo banale {e}. L’ordine di un
sottogruppo di tipo finito è il primo intero per qui ciò si verifichi.

Analogamente, una riduzione P
(1)
G ⊂ L(PG) (in generale dipendente dalla scelta

del complemento C) è detta primo prolungamento della G-struttura PG; in generale,
una riduzione P

(n)
G

def= (P (n−1)
G )(1) ⊂ L(P (n)

G ) è detta prolungamento ennesimo della
G-struttura PG.

Dalle definizioni e dalla natura ricorsiva della costruzione, per ogni intero k, ogni
diffeomorfismo f ∈ Aut(M,PG) ammette uno ed un solo diffeomorfismo sollevato
f (k) ∈ L(n)(M) = L(L(. . . L(M) . . . )). Dalla Proposizione 2.4 segue poi immedi-
atamente il seguente corollario.

Corollario 2.6. Un diffeomorfismo φ di P
(k−1)
G appartiene a Aut(P (k−1)

G ,
P

(k)
G ) se e solo φ = f (k) e cioè è il diffeomorfismo sollevato k-esimo di un ele-

mento f di Aut(M,PG).

È veramente importante osservare che per il Corollario 2.6, se G ⊂ GL(V )
è un gruppo di tipo finito di ordine k, un qualunque prolungamento P

(k−1)
G (il

quale però non è unico, bens̀ı dipende dalla scelta degli spazi complementari ai vari
∂Hom(V,G(i))) ammette una connessione canonica: infatti la {e}-struttura P

(k)
G su

P
(k−1)
G verifica le condizioni a), b) e c) del Lemma 1.3. Per di più, per il Corollario

2.6, la corrispondenza
f �→ f (k)

è un isomorfismo fra Aut(M,PG) ed il gruppo di automorfismi della {e}-struttura
P

(k)
G su P

(k−1)
G .
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§3. Prolungamenti dei sottogruppi G ⊆ GL(V ) e le algebre corrispon-
denti.

Come abbiamo già detto, se G ⊆ GL(V ) è un sottogruppo di Lie, il suo primo
prolungamento G(1) è definito come

G(1) = {h ∈ GL(G ⊕ V ) : ∃fh ∈ ker∂ tale che

h|G = Id , h|V = Id + fh } (3.1)

dove le applicazioni fh ∈ ker∂ sono quelle della forma

fh ∈ Hom(V,G)

fh(v)w = fh(w)v, v, w ∈ V . (3.2)

Si ha pertanto che l’algebra di Lie di G(1) è data da

G(1) = {H ∈ End(G ⊕ V ) : ∃f ∈ ker∂ H|G = 0 , H|V = f f ∈ ker∂} ∼=

∼= { f ∈ Hom(V,G) : f(v)w = f(w)v, v, w ∈ V } .

Si ha allora che G(1) è un gruppo vettoriale isomorfo alla sua algebra. La stessa
proprietà vale per qualunque altro prolungamento G(n). Infatti, per definizione,

G(n) = {H ∈ End(G(n−1) ⊕ G(n−2) ⊕ · · · ⊕ G ⊕ V ) : ∃T ∈ ker∂(n) tale che

H|G(n−1) = 0 , H|G(n−1)⊕G(n−2)⊕···⊕G⊕V = T }

dove
ker∂(n) = {T ∈ Hom(V ⊕ G ⊕ · · · ⊕ G(n−2),G(n−1)) :

T (x)y = T (y)x ∀x, y ∈ V ⊕ G ⊕ G(1) ⊕ · · · ⊕ G(n−2)} .

Quindi, G(n) ∼= ker∂n ed è semplice verificare che G(n) ∼= G(n).
Per comodità, identificheremo, in tutto quel che segue, G(n) con il corrispondente

insieme di applicazioni lineari ker∂(n).

Vogliamo ora caratterizzare la struttura di tutte le algebre G(n). Consideriamo,
come esempio, n = 2. Se T ∈ G(2), si ha che per ogni A,B ∈ G e per ogni v ∈ V ,
abbiamo

T (A, v)(B, 0) = T (B, 0)(A, v) = 0

e che quindi G(2) annichila G⊕{0}; inoltre dati v, w ∈ V , abbiamo che T (0, v) ∈ G(1)

e T (0, v)(0, w) = T (0, w)(0, v) ∈ G. Ne segue che possiamo identificare T con
un’applicazione

T : V ⊗ V → G ,

simmetrica, tale che per ogni per ogni v ∈ V fissato, l’applicazione w �→ T (v, w) è
un elemento di G(1). D’altra parte, da quanto già osservato, gli elementi di G(1)

sono applicazioni S di Hom(V ⊗ V, V ) tali che S(v, w) = S(w, v), per ogni coppia
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di vettori e con S(v, ∗) elemento di G. Pertanto, G(2) può essere identificato con lo
spazio di tutte le applicazioni simmetriche

T : V ⊗ V ⊗ V → V

tali che, per ogni scelta di vettori v1, v2 ∈ V , l’applicazione

v �→ T (v, v1, v2)

è un elemento di G.
Analogamente, lasciamo al lettore la verifica che l’algebra G(k) può essere iden-

tificata con il sottospazio degli elementi T ∈ V ⊗Sk+1(V ∗) tali che, per ogni scelta
di k vettori v1, . . . , vk ∈ V , l’applicazione

w �→ T (w, v1, . . . , vk)

è un elemento di G.

Vediamo ora alcuni esempi:

Esempio 3.1. Dato un prodotto euclideo <,> su uno spazio vettoriale V di
dimensione finita, consideriamo il gruppo O(V,<,>) delle isometrie di (V,<,>).
Come osservato nell’Esempio 1.4, si tratta del gruppo strutturale di un fibrato di
riferimenti ortonormali Og(M) associato ad una varietà Riemanniana (M, g) con
dimM = dimV .

Calcoliamo ora l’algebra o(V,<,>)(1), provando che questa si riduce a {0}. Sia
f ∈ o(V )(1). Abbiamo che, per v, w, z ∈ V ,

< f(v)w, z > =< f(w)v, z >= − < v, f(w)z >=

= − < v, f(z)w >=< f(z)v, w >=

=< f(v)z, w >= − < f(v)w, z >

,

da cui segue che f = 0 e che o(V,<,>)(1) ∼= ker∂ = {0}.
Questo ha importanti conseguenze per i fibrati di riferimenti ortonormali. Si

osservi che

dimHom(Λ2(V ), V ) =
n2(n − 1)

2
= dimHom(V, o(V )).

Questo fatto, unitamente alla proprietà che l’applicazione ∂ ha nucleo banale, im-
plica che

∂(Hom(V, o(V )) = Hom(Λ2(V ), V )

e che esiste un’unica possibile scelta per un sottospazio C ⊂ Hom(Λ2(V ), V ) com-
plementare a ∂(Hom(V, o(V )), ovvero il sottospazio banale {0}.

Se (M, g) è una varietà Riemanniana, la proprietà precedente corrisponde alla
seguente proprietà geometrica: ad ogni punto u ∈ Og(M), esiste sempre un sot-
tospazio H tale che cH = 0 (questo è affermato dalla Proposizione 2.3) e tale
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sottospazio è unico (infatti l’insieme di tali sottospazi è la fibra di O
(1)
g (M) che

deve essere diffeomorfa al gruppo strutturale O(1)(V,<,>) = {e}).
Questo proprietà è anche interpretabile affermando che su Og(M) esiste una

connessione (detta connessione di Levi Civita), determinata in ogni punto u ∈
Og(M) tramite il sottospazio orizzontale H descritto sopra; poiché per costruzione
cH = 0, abbiamo che dθ|H×H = 0, ovvero la connessione cos̀i definita si dice
avere torsione nulla (cfr. [KoNo], vol. I). Per di più, questa connessione è sempre
univocamente determinabile (non c’è alcuna arbitrarietà nella costruzione!!) ed è
canonica, nel senso cioè che è invariante per ogni isometria di (M, g) ed è trasformata
nella corrispondente connessione di Levi Civita da ogni isometria f : M → N , fra
(M, g) ed un’altra varietà Riemanniana (N,h).

Esempio 3.2. Esaminiamo ora l’algebra co(V,<,>) delle trasformazioni con-
formi per un prodotto euclideo <,> su uno spazio vettoriale V di dimensione finita.
Per ogni A ∈ co(V,<,>), abbiamo che, per ogni v, w ∈ V

< Av,w > + < Aw, v >= λ < v,w > ,

dove λ ∈ R.
Sia T ∈ co(V )(1): poichè T (u) ∈ co(V ) per ogni u ∈ V , abbiamo che esiste un

τu ∈ R tale che

< T (u)v, w > + < T (u)w, v >= τu < v,w > (3.3)

per ogni v, w ∈ V . È chiaro che l’applicazione u �→ τu è un elemento di V ∗. Se ora
nella (3.3) scambiamo u e v e, rispettivamente, u e w, otteniamo

< T (v)u,w > + < T (v)w, u >= τv < u,w > , (3.4)

< T (w)v, u > + < T (w)u, v >= τw < v, u > . (3.5)

Considerando la somma termine a termine delle (3.3) , (3.4) e l’opposta di (3.5),
otteniamo

2 < T (u)v, w >= τu < v,w > +τv < u,w > −τw < u, v > (3.6)

il che mostra che l’applicazione

T �→ τ
def=

< T (∗)v, v >

< v, v >
per qualche v �= 0

è invertibile ed è quindi un isomorfismo tra co(V )(1) e V ∗.

Esaminiamo ora co(V )(2) e scegliamo T in tale algebra. Si può interpretare T

come un’applicazione simmetrica T :
⊗3

V → V tale che T (∗, ∗, v) ∈ co(V )(1) per
ogni v ∈ V . Dalla (3.6) si ha che

2 < T (x, u, v), y >= αuv < x, y > +αxv < u, y > −αyv < x, u > (3.7)



62 F. PODESTÀ - A. SPIRO

per ogni x, y, u, v ∈ V , dove αuv dipende solo da T (∗, u, v). Chiaramente αuv è
bilineare e simmetrica in u, v. Poichè inoltre T (x, u, v) è simmetrica in x, v, cos̀ı è
anche il membro destro della (3.7), e quindi

αuv < x, y > −αyv < u, x > −αux < v, y > +αyx < u, v >= 0. (3.8)

Poichè <,> è non degenere, possiamo scegliere un endomorfismo autoaggiunto A,
in modo che < Au, v >= αuv e possiamo riscrivere la (3.8) come

αuvx − αuxv− < x, u > Av+ < v, u > Ax = 0 .

Prendendo le tracce di entrambe i lati, otteniamo

(n − 2)αuv+ < v, u > Tr(A) = 0

ovvero
(n − 2)A = −Tr(A)Id

e, riprendendo le tracce,

(n − 2)Tr(A) = −nTr(A) .

Quindi se n ≥ 3, abbiamo che Tr(A) = 0 e A = 0, ovvero α = 0 e T = 0. In altre
parole, se n ≥ 3, il prolungamento co(V,<,>)(2) = {0}. Questo dimostra che tutte
le strutture conformi su varietà di dimensione n ≥ 3, sono strutture di tipo finito
di ordine 2.

Per quanto riguarda l’algebra co(R2, <,>), si noti che questa è isomorfa a gl(1, C)
e quindi, per ogni k ∈ N,

co(k)(R2, <,>) ∼= Sk+1(C∗) ⊗ C

Pertanto co(R2, <,>) è un esempio di algebra di tipo infinito.
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§4. {e}-strutture e loro automorfismi: il Teorema di Kobayashi.

Nei paragrafi precedenti, si è ampiamente sottolineato l’importanza delle {e}
-strutture per quanto riguarda gli automorfismi delle G-strutture di ordine finito.
Dare una {e}-struttura su una varietà M è equivalente a dare un riferimento globale
{X1, . . . , Xn} costituito da n (= dimensione del gruppo) campi vettoriali global-
mente definiti e linearmente indipendenti in ogni punto. In tal caso si dice che M
ammette un parallelismo assoluto oppure che M è parallelizzabile. Esempi imme-
diati di varietà paralellizzabili sono tutti i gruppi di Lie. In realtà la condizione di
parallelizzabilità implica forti restrizioni sulla topologia della varietà. Ad esempio,
per le sfere Sn vale il seguente risultato, dovuto ad Adams:

Teorema 4.1. La sfera Sn è parallelizzabile se e solo se n = 1, 3, 7.

Per la dimostrazione di questo risultato, rimandiamo il lettore al testo di D.
Husemoller ([Hus]).

Osservazione 4.2. In realtà le sfere S1 e S3 sono parallelizzabili in quanto
possono essere dotate di una struttura di gruppo di Lie, e cioè: S1 è diffeomorfo a
SU(1), mentre S3 è diffeomorfo a SU(2). La parallelizzabilità della sfera S7 deriva
invece dalla struttura di R8 quale algebra di Cayley e non da qualche diffeomorfismo
con un gruppo di Lie. Infatti vale il seguente risultato: la sfera S7 non ammette
alcuna struttura di gruppo di Lie. Infatti, essendo S7 compatta, se fosse dotata di
una qualche struttura di gruppo di Lie, essa sarebbe isomorfa al prodotto diretto di
un gruppo di Lie G semisemplice e di un toro T k; poichè però la sfera è semplice-
mente connessa, S7 risulterebbe un gruppo compatto semisemplice. La conclusione
si ottiene ricordando la seguente proprietà dei gruppi semisemplici compatti.

Lemma 4.3. Se G è un gruppo semisemplice compatto, allora il terzo numero di
Betti b3(G) è non nullo.

Dimostrazione. Denotiamo con β la forma di Cartan-Killing sull’algebra di Lie
G di G. Tale forma è invariante rispetto alla rappresentazione aggiunta e, poichè
G è semisemplice, è non degenere. Ne risulta che, se X,Y, Z ∈ TgG, l’applicazione

ψ(X,Y, Z) = β(Lg−1∗(X), [Lg−1∗(Y ), Lg−1∗(Z)])

definisce una 3-forma non nulla su G. Inoltre, se fissiamo una metrica bi-invariante
su G e D è la connessione di Levi-Civita corrispondente, abbiamo che

2DXY = ad(X)(Y )

e la forma ψ risulta parallela: ne segue che ψ è una forma armonica e, per il teorema
di Hodge, definisce un elemento non nullo in H3(G, R). �

Si puo’ altres̀ı dimostrare che i primi due numeri di Betti di un gruppo compatto
semisemplice sono nulli (cfr. [Gol]).

Sia allora M una varietà dotata di un parallelismo assoluto {X1, . . . , Xn} e in-
dichiamo con V lo spazio vettoriale generato su R dai campi X1, . . . , Xn. Iniziamo
con il richiamare alcuni risultati di carattere generale sui flussi di campi in V .
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Lemma 4.4. Per ogni punto m ∈ M esiste un intorno aperto Um di m in M ed
un intorno W di 0 ∈ V tali che il flusso ΦX

t (q) esista per ogni t ∈ [−1, 1], q ∈ Um

e X ∈ W . Inoltre l’applicazione

exp : W × Um → M

exp(X, q) def= ΦX
1 (q)

è differenziabile.

Dimostrazione. Siano x1, . . . , xn delle coordinate locali attorno ad m e si in-
dichi ciascun campo vettoriale Xi come

Xi =
∑
α

Xα
i

∂

∂xα
.

Il sistema di equazioni differenziali ordinarie e le condizioni iniziali che definiscono
il flusso di un vettore X =

∑
i viXi sono


dxi

dt
=

∑
j

vjXi
j(x

1, . . . , xn)

xi(0) = ai

Si osservi che sia i coefficienti del sistema che le condizioni iniziali dipendono in
maniera C∞ dai parametri reali vj e dai valori ai, i = 1, . . . , n. Quindi, per un
classico teorema sulle equazioni differenziali (vedi ad es. Dieudonne’ [D]) esistono
intorni W ′, W ′′ di 0 ∈ Rn, un reale positivo ε > 0 ed n-funzioni C∞ φi : (−ε, ε) ×
W ′ × W ′′ → R (i = 1, . . . , n) tali che le funzioni

xi(t) = φi(t, v, a)

soddisfano al sistema corrispondente alla n-pla di coefficienti, v = (v1, . . . , vn) ed
alle condizioni iniziali a = (a1, . . . , an).

Cos̀ı, se poniamo

W = { X ∈ V : X =
∑

i

viXi tali che (
ε

2
v1, . . . ,

ε

2
vn) ∈ W ′} ,

Um = {p ∈ M : p ∼= (x1, . . . , xn) ∈ W ′′ } ,

allora per ogni X ∈ W , q ∈ Um e t ∈ [−1, 1] il flusso ΦX
t è definito , l’applicazione

expm(X) = ΦX
1 (m) è C∞ ed inoltre, il differenziale di expm nel punto O ∈ V risulta

essere l’identità. Ne segue che possiamo eventualmente restringere l’intorno W di
0 ∈ V in modo che expm sia un diffeomorfismo di W su un intorno di m. �

Si consideri ora il gruppo G = Aut({Xi}) degli automorfismi della {e}-struttura

G = {f : M → M ; f∗Xi = Xi i = 1, . . . , n}.

Il seguente teorema, dovuto a S. Kobayashi (vedi [Kob1]), è di basilare importanza.
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Teorema 4.5. Il gruppo G = Aut({Xi}) è un gruppo di Lie di trasformazioni
di M ed ha dimensione

dim G ≤ dim M .

Più precisamente, per ogni punto m ∈ M , l’applicazione

G � g �→ g(m) ∈ M

è iniettiva e l’immagine è una sottovarietà regolare chiusa di M . La struttura di
sottovarietà dell’orbita G(m) indotta da M è compatibile con la struttura di gruppo
di Lie di G.

Dimostrazione. Iniziamo subito con il seguente Lemma che fornisce un risul-
tato interessante di per sè.

Lemma 4.6. Sia {gn}n∈N una successione di elementi di G e supponiamo esista
un punto p ∈ M tale che la successione in M data da {gn(p)} sia convergente.
Allora {gn} converge uniformemente sui compatti ad un elemento g ∈ G.

Dimostrazione. Indichiamo con C l’insieme dei punti q ∈ M per i quali la
successione {gn(q)} risulta convergente. Per ipotesi C è non vuoto; proveremo che
C è aperto e chiuso in M e che di conseguenza coincide con M , essendo M connessa.

Sia x ∈ C e poniamo y = limn→∞ gn(x). Per il Lemma 4.4, possiamo allora
scegliere un intorno W di 0 ∈ V di modo tale che valgano le seguenti condizioni:

1) expx sia un diffeomorfismo di W su un intorno aperto Ux di x;
2) esiste un intorno aperto Uy di y tale che sia definita (e per di più C∞)

l’applicazione exp : W × Uy → M .
Fatto ciò, osserviamo che, dato un punto z ∈ Ux, esiste un unico elemento v ∈ W

tale che z = expx(v) e, poichè gn(x) converge a y, la successione {gn(x)} è contenuta
definitivamente in Uy; poichè inoltre ciascun gn conserva il parallelismo assoluto,
risulta

gn(z) = gn(expx(v)) = expgn(x)(v),

da cui segue che limn→∞ gn(z) = expy(v). Ciò prova che C ⊃ Ux ovvero che
l’insieme C è aperto.

Per provare che C è chiuso, osserviamo che su M è definita una metrica Rieman-
niana g (che è anche G-invariante), ottenuta ponendo in ogni punto m

g(Xi|m, Xj |m) = δij .

Indichiamo con d la distanza indotta da g su M . Si consideri ora una successione
di punti {xn} di C convergente ad un punto x e dimostriamo che la successione
{gn(x)} è convergente.

Prima di tutto proviamo che è di Cauchy. Fissato ε > 0, esiste un intero N tale
che risulti d(x, xN ) < ε/3; poichè la successione {gn(xN )} è convergente, esiste un
intero Q tale che per ogni intero k, l ≥ Q risulta d(gk(xN ), gl(xN )) < ε/3; risulta
allora per ogni k, l ≥ Q

d(gk(x), gl(x)) ≤ d(gk(x), gk(xN )) + d(gk(xN ), gl(xN ))

+ d(gl(xN ), gl(x)) < 2d(x, xN ) + ε/3 < ε.
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A questo punto però non è lecito concludere che la successione {gn(xN )} è con-
vergente, in quanto non è detto che la distanza d sia completa. Basta tuttavia
dimostrare che la successione {gn(x)} è contenuta definitivamente in un compatto
di M . Allora, scegliamo ε > 0 di modo che la palla B(x, ε) = {z ∈ M ; d(z, x) < ε}
abbia chiusura compatta. Poichè la successione {gn(x)} è di Cauchy, possiamo
trovare k ∈ N con d(gn(x), gN (x)) < ε per ogni n > N ; ne segue che per n > N la
successione {gn(x)} è contenuta nella palla B(gN (x), ε) = gN (B(x, ε)), la quale ha
chiusura compatta.

Essendo C = M , possiamo ora considerare una applicazione g da M in M definita
come

g(x) = lim
n→∞

gn(x)

per ogni x ∈ M . Concluderemo la dimostrazione del Lemma, una volta dimostrato
che g è in realtà un diffeomorfismo appartenente a G e che la successione gn converge
a g sui compatti.

Fissato x ∈ M e fissati tre intorni, W di 0 ∈ V , Ux di x e Uy di y = g(x),
tali che le due applicazioni expx e expy siano diffeomorfismi di W su Ux e Uy

rispettivamente, abbiamo, per definizione di g, che

g(expx(v)) = expy(v),

per ogni v ∈ W . Questo implica che g è di classe C∞, è un diffeomorfismo locale
e che preserva il parallelismo assoluto. Resta alla fine da dimostrare che g è un
diffeomorfismo globale, ovvero che è invertibile.

Poniamo q = limn→∞ gn(p) e osserviamo che la successione {g−1
n (q)} converge al

punto p. Per gli stessi argomenti usati finora, esiste un’altra applicazione h, definita
come

h(x) = lim
n→∞

g−1
n (x) ,

che è anch’essa di classe C∞ e che preserva il parallelismo assoluto. Dalla stessa
definizione, segue che g ◦ h = h ◦ g = Id, provando che g è un diffeomorfismo
appartenente a G.

Da ultimo, è necessario controllare che la convergenza puntuale della succes-
sione {gn} al diffeomorfismo g sia in realtà uniforme sui compatti. Questo fatto è
dimostrato dal seguente ben noto Lemma sulle successioni di isometrie. �

Lemma 4.7. Sia (M,g) una varietà Riemanniana, g ∈ I(M,g) una isometria
di M e {gn} una successione di isometrie che converge a g puntulamente. Allora
la successione {gn} converge uniformemente a g su qualunque compatto K ⊆ M .

Dimostrazione. Sia dato un numero reale positivo δ e si scelga per ogni k ∈ K
un intero Nk tale che

n > Nk ⇒ d(gn(k), g(k)) <
δ

4

Si consideri poi la palla Bk = {m ∈ M : d(m, k) < δ
4} e si osservi che per ogni

m ∈ Bk ed n > Nk

d(gn(m), g(m)) ≤ d(gn(m), gn(k)) + d(gn(k), g(k)) + d(g(k), g(m)) <



CAPITOLO II 67

< 2d(m, k) +
δ

4
< δ

Poichè K può essere ricoperto da un numero finito di palle Bk (chiamiamole Bkj ,
j = 1, . . . , s), avremo che se n > maxj=1,...,s Nkj allora,

d(gn(m), g(m)) < δ

per tutti i punti m ∈ K e quindi {gn} converge uniformente su K. �

Procediamo ora con il seguente

Lemma 4.8. Per ogni g ∈ G, g(p) = p se e soltanto se g = idM e quindi,
l’applicazione g �→ g(p) è iniettiva. Inoltre, ogni orbita di G è chiusa.

Dimostrazione. Sia g ∈ G e sia F l’insieme dei punti fissi di g. Chiaramente
F è chiuso in M . Consideriamo un punto p ∈ F ed un intorno W di 0 ∈ V tale che
expp sia un diffeomorfismo di W su un intorno U di p : per ogni X ∈ W abbiamo

g(expp(X)) = expg(p)(X) = expp(X),

ovvero l’intorno U di p è tutto costituito di punti fissi per g; ciò prova che F è aperto
oltre che chiuso e quindi F = M . Poichè si suppone che G agisca effettivamente, g
è la trasformazione identica.

Il fatto che ogni orbita sia chiusa deriva immediatamente dal Lemma 4.6. �

Continuiamo ora la dimostrazione del teorema. Indichiamo con L l’algebra di
Lie di tutti i campi di vettori Y tali che

LY Xi = 0

per ogni i = 1, . . . , n. Abbiamo che

Lemma 4.9. Per ogni punto m ∈ M e Y ∈ L, Y |m = 0 se e soltanto se Y ≡ 0.
In particolare, L è un algebra di Lie finito dimensionale con

dimL ≤ dimM .

Dimostrazione. Se Y |m = 0, allora il gruppo locale ad un parametro dato
dal flusso ΦY

t , preservando il parallelismo assoluto, fissa ogni punto di un intorno
opportuno di m (si usi la stessa argomentazione dei lemmi precedenti). L’insieme
dei punti ove si annulla Y risulta pertanto aperto e chiuso, quindi coincide con
M . �

Fine dimostrazione del Teorema 4.5. Sia ora S l’insieme dei campi di
vettori completi i cui flussi sono diffeomorfismi appartenenti a G: è chiaro che
S ⊂ L e quindi S genera un’algebra di dimensione finita, che risulta essere minore
o uguale a dimM , grazie al Lemma 4.9. Per il Teorema I.4.7, il gruppo G ha una
struttura di gruppo di Lie con azione C∞ su M , dim G = dimL ≤ dim M ed ogni
orbita risulta una sottovarietà chiusa di M per il Lemma 4.8. �

Concludiamo con i seguenti due corollari di diretta dimostrazione.
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Corollario 4.10. Sia G un gruppo di Lie e sia {X1, . . . , Xn} la {e}-struttura
su G definita da n campi vettoriali invarianti a sinistra. Il gruppo G′ = Aut({Xi})
è isomorfo a G, tramite l’applicazione

ϕ : G′ → G

ϕ(g) = g(e) .

Dimostrazione. Esercizio.

Corollario 4.11. Sia G ⊂ GL(V ) un gruppo di ordine finito k e sia

nG =
k∑

i=0

dimG(i) .

Il gruppo degli automorfismi Aut(M,PG) di una G-struttura PG su M è un gruppo
di Lie nella topologia compatta aperta e di dimensione minore o uguale a dimM +
nG.

Dimostrazione. Esercizio.

Come caso particolare del Corollario 4.11, si ottiene il classico Teorema di Myers-
Steenrod sul gruppo delle isometrie di una varietà Riemanniana. In tal caso, il
gruppo G delle isometrie di una varietà Riemanniana (M, g) è un gruppo di Lie di
dimensione non superiore a 1

2n(n + 1), dove n = dim M . Per ulteriori informazioni
sulle possibili dimensioni del gruppo G, si veda [Kob1].
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§5. {e}-strutture e le orbite degli automorfismi locali: il Teorema di
Cartan-Sternberg.

Il teorema di Kobayashi afferma che il gruppo di automorfismi globali di una {e}-
struttura su M è un gruppo di Lie di dimensione inferiore o uguale a M . Vogliamo
adesso determinare dei metodi di calcolo per determinare esplicitamente le orbite
di questi automorfismi ed, in particolare, la loro dimensione (che coincide con la
dimensione stessa del gruppo), basandosi solo sulle proprietà intrinseche della {e}-
struttura considerata. Dai risultati dei paragrafi §II.1 - §II.3, risulta chiaro che
qualunque risultato in questa direzione comporta risultati di uguale importanza
per i gruppi di automorfismi di strutture di tipo finito.

In ciò che segue supponiamo fissato sulla varietà M un parallelismo assoluto
{X1, . . . , Xn}. Sappiamo che questo è lo stesso che fissare una sezione globale

γ : M → L(M)

e che i campi vettoriali {X1, . . . , Xn} non sono altro che determinati dai vettori

Xi|p = γp(ei) {e1, . . . , en} base per V

Si definisce torsione della {e}-struttura γ la seguente applicazione

cγ : M → Hom(Λ2V, V )

cγ(v1 ∧ v2)|p = γ−1([γ(v1), γ(v2)]p)

Se si considerano le 1-forme {ω1, . . . , ωn}, date dalle basi duali a quelle determinate
dai campi vettoriali Xi = γ(ei), si possono determinare le componenti ck

ij di cγ

rispetto alla base {e1, . . . , en} come segue:

cγ(ei ∧ ej) =
∑

k

ck
ijek =

n∑
k=1

ωk([Xi, Xj ])ek (5.1)

Le funzioni ck
ij = ωk([Xi, Xj ]) vengono chiamate funzioni di struttura di γ. Si

osservi che nel caso M sia un gruppo di Lie G e che la {e}-struttura sia data dai
campi vettoriali invarianti a sinistra, le funzioni di struttura sono costanti e sono
esattamente le costanti di struttura di G.

La prima derivata covariante di cγ è l’applicazione

c1
γ : M → Hom(Λ2V ⊗ V, V )

c1
γ(v1, v2; v3)|p = −γ−1

p ([cγ(v1, v2), γ(v3)]|p)

ed in generale la derivata covariante s-esima cs
γ è definita come

cs
γ : M → Hom(Λ2V ⊗

s⊗
1

V, V )
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cs
γ(v1, v2; v3 . . . , vs+1, vs+2|p) = −γ−1

p ([cs−1
γ (v1, v2; v3 . . . , vs+1), γ(vs+2)])

Le componenti ci
jk,m1...mn

della derivata covariante n esima sono determinabili
tramite la formula

ci
jk,m1...mn−1mn

= Xmn(ci
jk,m1...mn−1

) (5.2)

Per ogni intero α, sia F (α) la seguente famiglia di funzioni reali su M

F (α) def= {ci
jk, ci

jk,m1
, ci

jk,m1...mα
} (5.3)

Se chiamiamo Qα la cardinalità di F (α), le funzioni in F (α) sono le componenti
di una applicazione liscia (che indichiamo anch’essa con F (α)) da M su RQα . Un
punto p ∈ M viene detto punto di regolarità per F (α) se

rango(F (α))

è costante in un intorno di p.
Ecco due proprietà essenziali dei punti di regolarità.

Lemma 5.1. Se p è un punto di regolarità per F (α) con rango(F (α)|p) = r, allora
esiste un sistema di coordinate

x : Up → Rn

su un intorno Up di p tale che tutte le componenti di

F (α) ◦ x−1 : x(Up) → RQα

dipendono solo dalle prime r coordinate x1, . . . , xr e queste ultime coincidono con
r funzioni della famiglia F (α).

Dimostrazione. Siano f1, . . . , fr funzioni della famiglia F (α) tali che i dif-
ferenziali dfi, i = 1, . . . , r siano linearmente indipendenti in p (e quindi in tutto un
intorno Up di p). Si consideri poi un sistema di coordinate su Up, con le prime r
coordinate date da

x1(q) = f1(q), . . . , xr(q) = fr(q) q ∈ Up

Poichè rango(F (α)
q ) = r per ogni q ∈ Up, i differenziali di tutte le le componenti

g ◦ x−1 di F (α) ◦ x−1 sono combinazioni lineari dei differenziali df1 ◦ x−1 = dx1,
. . . , dfr ◦ x−1 = dxr. Questo implica che F (α) ◦ x−1 dipende solo dalle prime r
coordinate. �

Un sistema di coordinate che verifica la tesi della Lemma 5.1 viene detto sistema
di coordinate adattato alla famiglia F (α).
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Lemma 5.2. Se p ∈ M è un punto di regolarità per F (α+1) e se

rango(F (α))p = rango(F (α+1))p = r

allora p è un punto di regolarità per tutte le famiglie F (α+s), s ≥ 1 e

g(F (α))p = rango(F (α+s))p = r

Dimostrazione. Si osservi che

0 ≤ rango(F (0))p ≤ rango(F (1))p ≤ rango(F (2))p ≤ · · · ≤ n

e quindi, per la semicontinuità del rango, se p è di regolarità per F (α+1), lo è anche
per F (α). Prendiamo ora un sistema di coordinate adattato, le cui prime coordinate
x1, . . . , xr coincidano con r funzioni f1 ,. . . , fr di F (α) ⊂ F (α+1). Si osservi che,
per costruzione, per qualunque funzione g ∈ F (α), le funzioni Xj(g), j = 1, . . . , n

sono elementi di F (α+1). In particolare, le funzioni Xj(fk) sono anch’esse in F (α+1)

e quindi funzioni solo delle prime r coordinate del sistema adattato.
Si osservi ora che le funzioni h ∈ F (α+2) sono tutte del tipo

h = Xj(h′) =
n∑

k=1

∂(h′ ◦ x−1)
∂xk

Xj(fk)

per qualche h′ ∈ F (α+1) e j = 1, . . . , n. Dal momento che sia le ∂(h′◦x−1)
∂xk che le

Xj(fk) dipendono solo dalle prime r coordinate, si conclude che tutte le funzioni di
F (α+2) dipendono solo dalle prime r coordinate e che quindi il rango deve ancora
essere r. La dimostrazione del Lemma si conclude applicando induttivamente questo
ragionamento. �

Se un punto p verifica le ipotesi del Lemma 5.2, viene detto punto di regolarità
per il parallelismo assoluto γ. In questo caso, l’ordine del parallelismo γ nel punto
p è il più piccolo intero αo per cui le ipotesi del Lemma 5.2 sono verificate; il rango
del parallelismo nel punto p è il rango di F (αo) in p.

Dimostriamo ora il seguente teorema dimostrato originariamente da E. Cartan
nel caso di varietà analitiche reali e poi esteso da Sternberg ([Ste]) al caso C∞.

Teorema 5.3. (Cartan-Sternberg) Sia p ∈ M un punto di regolarità per il
parallelismo assoluto X1, . . . , Xn e sia x : U → Rn un sistema di coordinate adattato
su un intorno U di p. Per ogni r-pla (c1, . . . , cr) di numeri reali, indichiamo con
S(c1,...,cr) la sottovarietà di U

S(c1,...,cr) = {q ∈ U : x1(q) = c1 , . . . , xr(q) = cr }

Allora, per ogni coppia di punti q, q′ ∈ U , esiste una equivalenza locale f del paral-
lelismo assoluto tale che f(q) = q′ se e solo se q e q′ appartengono ad una stessa
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sottovarietà S(c1,...,cr). Due equivalenze locali f ed f ′ tali che f(q) = q′ devono
coincidere in un intorno V ⊂ U di q.

Dimostrazione. Sia f una equivalenza locale, cioè sia

f∗ωi = ωi , f∗Xi = Xi , i = 1, . . . , m (5.4)

Allora per la (5.1) e (5.2), tutte le funzioni ck
ij,m1...mp

assumono valori uguali sui
punti q e q′ = f(q). Ciò significa che i valori delle prime r coordinate devono
coincidere sia per q e q′. Questo dimostra la necessità della condizione.

Per dimostrare la sufficienza, cercheremo di far vedere che le condizioni indicate
garantiscono l’esistenza di una sottovarietà di U × U , che sia il grafico di una
equivalenza locale del parallelismo assoluto. Indichiamo con π1 e π2 le proiezioni di
U ×U sul primo e sul secondo fattore, rispettivamente, ed introduciamo le 1-forme

θi = π∗
1ωi θ

i
= π∗

2ωi

e le coordinate

yi = (y1 = x1 ◦ π1, . . . , y
n = xn ◦ π1, y

n+1 = x1 ◦ π2, . . . , y
2n = xn ◦ π2)

Si osservi che il grafico N di una equivalenza locale f è una sottovarietà n-dimen-
sionale di U × U , su cui, per la (5.4),

(θi − θ
i
)
∣∣∣
N

≡ 0 i = 1, . . . , n (5.5)

(yi − yi+n)
∣∣
N

≡ 0 i = 1, . . . , r (5.6)

D’altra parte, la condizione (5.5) è anche sufficiente affinchè una sottovarietà N

semplicemente connessa sia il grafico di un diffeomorfismo. Infatti, le 1-forme θi−θ
i

sono indipendenti in U ×U e quindi le 1-forme θi|N sono linearmente indipendenti
su N . Per questo motivo, la proiezione π1 deve essere non singolare su tutti i
punti di N e quindi un rivestimento di π1(N); per la semplice connessione, questo
implica che π1|N è un diffeomorfismo fra N e π1(N). Un ragionamento analogo
porta a concludere che anche π2|N è un diffeomorfismo fra N e la sua immagine
e che quindi N è il grafico del diffeomorfismo f = π2 ◦ (π1|N )−1. Per costruzione
di N tale diffeomorfismo deve inoltre essere una equivalenza locale del parallelismo
assoluto.

Consideriamo la sottovarietà N ′ di U × U definita dalle (5.6): è una varietà di
dimensione 2n− r e vogliamo fra vedere che le 1-forme (θi − θ

i
)
∣∣∣
N ′

soddisfano alla
condizione di Frobenious di integrabilità e che le foglie integrali costituiscono delle
sottovarietà di dimensione n. In questo modo si dimostra l’esistenza di soluzioni
delle (5.5) e (5.6) per ogni punto (q, q′) ∈ N ′ ⊂ U × U ed il teorema è dimostrato.

Riordiniamo le 1-forme ωi in modo che le forme {dx1, . . . , dxr, ωr+1, . . . , ωn}
siano linearmente indipendenti in un intorno del punto (q, q′) ∈ N ′. Esprimiamo
allora ciascuna forma ωi come

ωi =
r∑

j=1

ai
jdxj +

n∑
j=r+1

bi
jω

j .
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Dal momento che le 1-forme dxi, i = 1, . . . , r possono essere espresse come

dxi =
n∑

j=1

Xj(xi)ωj

e che le Xj(xi) sono funzioni di F (α), possiamo dire che i coefficienti ai
j e bi

j sono
funzioni razionali delle Xj(xi) e quindi delle sole coordinate xi, i = 1, . . . , r. Segue
dunque che, se ci restringiamo alla sottovarietà N ′, possiamo scrivere sia le 1-forme
θi che le 1-forme θ

i
tramite le stesse funzioni ai

j e bi
j , ovvero come

θi =
r∑

j=1

ai
jdyj +

n∑
j=r+1

bi
jθ

j

θ
i
=

n+r∑
j=n+1

ai
jdyj +

n∑
j=r+1

bi
jθ

j

Dal momento che le dyi|N ′ sono identicamente nulle abbiamo che

(θi − θ
i
)
∣∣∣
N ′

=
n∑

j=r+1

bi
j (θj − θ

j
)
∣∣∣
N ′

(5.7)

Da questo e dalla indipendenza lineare delle θj − θ
j

in ogni punto di U × U segue
che esattamente n−r forme fra le θj −θ

j
sono linearmente indipendenti su N ′ e che

quindi le foglie integrali del sistema (5.6) devono essere esattamente n dimensionali.
Resta infine da controllare che le (5.7) soddisfano alla condizione di Frobenius.
Questa comunque è facilmente verificata osservando che

d(θi − θ
i
)
∣∣∣
N ′

=
n∑

j,k=1

ci
jk (θj ∧ θk − θ

j ∧ θ
k
)
∣∣∣
N

=

= [
n∑

j,k=1

ci
jk(θj − θ

j
) ∧ θk +

n∑
j,k=1

ci
jkθ

j ∧ (θk − θ
k
)]

∣∣∣∣∣∣
N

≡ 0 mod θj − θ
j

.

L’unicità del germe dell’equivalenza locale f deriva direttamente dall’unicità della
foglia integrale del sistema (5.6) e (5.7). Questo conclude la dimostrazione. �

Usando le notazioni del Cap.I, indichiamo con Autloc({Xi}) la famiglia delle
equivalenze locali del parallelismo assoluto {Xi} e chiamiamo trasformazione in-
finitesima locale ogni campo vettoriale locale ξil cui flusso sia una famiglia ad un
parametro di Autloc({Xi}). Abbiamo allora
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Corollario 5.4. Sia p ∈ M un punto di regolarità per il parallelismo assoluto
X1, . . . , Xn e sia U un intorno di p su cui sia definito un sistema di coordinate adat-
tato. Allora per ogni q ∈ U ed ogni vettore v ∈ TqM esiste un’ unica trasformazione
infinitesima locale ξ tale che ξq = v.

Dimostrazione. Consideriamo una curva γ : I ⊂ R → U tale che γ(0) = q,
γ̇(0) = v e che γ(t) ∈ S(c1,...,cr) per ogni t ∈ I. Per il Teorema 5.3, per ogni t
esiste una equivalenza locale ft (definita unicamente in un intorno di q) tale che
ft(q) = γ(t). Per t sufficientemente piccoli, possiamo supporre che tutte le ft siano
definite sullo stesso aperto V e possiamo calcolare il campo vettoriale ξ definito su
V

ξy
def=

dft(y)
dt

∣∣∣∣
t=0

Dal momento che tutte le ft verificano le equazioni

ft∗Xi = Xi

segue direttamente che
LξXi = 0 i = 1, . . . , n

e che quindi ξ è una trasformazione locale infinitesima del gruppo degli automorfismi
del parallelismo assoluto. Dal Teorema 5.3 si deduce l’unicità del flusso Φξ

t (e quindi
l’unicità di ξ) su un intorno U ′ ⊂ U . Segue dunque, per la semplice connessione di
U , che ξ può essere esteso in modo univoco a tutto U . �

Corollario 5.5. Sia M semplicemente connesso e sia ogni punto di M un
punto di regolarità di rango r per un parallelismo assoluto X1, . . . , Xn. Allora ogni
trasformazione infinitesima locale ξ di Autloc({Xi}) si estende, in modo unico, ad
una trasformazione infinitesima globale.

Dimostrazione. Esercizio.
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§6. G-strutture infinitesimamente omogenee.

Sia P una G struttura su M e sia ω una forma di connessione su P canonica, cioè
sicuramente invariante per l’azione degli elementi di Aut(P,M). Sia V lo spazio
modello per TM , {ei} una base per V e sia s : U → P una qualunque sezione
locale di P . s determina banalmente i campi di vettori Xi|q = s(q)(ei), che sono
linearmente indipendenti in ogni punto. Le 1-forme {πi} duali in ogni punto alle
basi {Xi} hanno differenziali che dipendono dalla 1-forma di connessione ω. Infatti
se esprimiamo ω come

ω =
n∑

i,j=1

ωi
jE

j
i

dove le {Ej
i } sono gli elementi di gl(V ), Ej

i = ej ⊗ (ei)∗, dalle proprietà delle
connessioni lineari (vedi e.g. [KoNo], vol.I), i differenziali dπi e dωi

j possono essere
espressi come

dπi =
n∑

j=1

ωi
j ∧ πj +

n∑
j,k=1

T i
jkπj ∧ πk ,

dωi
j =

n∑
k=1

ωi
k ∧ ωk

j +
n∑

k,m=1

Ri
jkmπk ∧ πm ,

dove le T i
jk e Ri

jkm sono le componenti della torsione e della curvatura, ovvero dei
seguenti due campi tensoriali

T =
n∑

i,j,k=1

T i
jkXi ⊗ πj ∧ πk ,

R =
n∑

i,j,k,m=1

Ri
jkmXi ⊗ πj ⊗ πk ∧ πm .

Indichiamo ora con DT e DR le derivate covarianti dei tensori T ed R e ricordiamo
la formula di derivazione covariante

DXi(S) = Xi(S) − ω(Xi) · S

Per ogni intero s indichiamo anche DsT = D(Ds−1t) e DsR = D(Ds−1R) e siano

H0
p

def= {a ∈ G : a · Tp = 0 , a · Rp = 0 } ,

Hs
p

def= {a ∈ Hs−1
p : a · DsTp = 0 , a · DsRp = 0 } .

Infine, indichiamo con s(p) il più piccolo intero tale che per ogni r ≥ 1

Hs(p)+r
p = Hs(p)

p

s(p) è detto l’invariante di Singer nel punto p.
Abbiamo allora la seguente definizione:
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Definizione 6.1. P è detta infinitesimamente omogenea se per ogni coppia di
punti p, q ∈ M esiste un’applicazione lineare F : TpM → TqM tale che:

a) per ogni u ∈ π−1(p) ⊂ P , F ◦ u ∈ π−1(q);
b) F ∗DsTq = DsTp per ogni 0 ≤ s ≤ s(p);
c) F ∗DsRq = DsRp per ogni 0 ≤ s ≤ s(p).
Si osservi che b) e c) implicano che s(p) è costante su tutto M e lo indicheremo

con so.

Teorema 6.2. Una G-struttura P , dotata di connessione canonica, è localmente
omogenea se e solo se è infinitesimamente omogenea.

Dimostrazione. Consideriamo il parallelismo assoluto γ su P dato dalle 1-
forme θi e ωi

j date da

θ =
n∑

i=1

θiei ωi
j =

n∑
i=1

ωi
jE

j
i

ed indichiamo con Xi e E∗i
j i campi vettoriali duali alle {θi, ωi

j}.
Dalle (5.1) abbiamo che le funzioni di struttura ci

jk di γ sono

θk([Xi, Xj ]) = dθk(Xi, Xj) = T k
ij ,

θk([Xi, E
∗m
j ]) = δm

i δk
j , θk([E∗r

i , E
∗m
j ]) = 0 ,

ωk
m([Xi, Xj ]) = dωk(Xi, Xj) = Rk

mij ,

ωk
m([Xi, E

∗n
j ]) = 0 , ωk

m([E∗r
i , E

∗n
j ]) = δm

i δk
j δr

n ,

ovvero sono univocamente determinate dai tensori T ed R. Similmente le prime
derivate covarianti di queste funzioni di struttura sono

Xi(T k
ij) = (Dπ∗(Xi)T )k

ij , Xi(Rk
ijm) = (Dπ∗(Xi)R)k

ijm ,

E∗n
i (T k

ij) = En
j · T k

ij , E∗n
i (Rk

ijm) = En
j · Rk

ijm ,

ed in generale, le derivate covarianti s-esime sono date dalle derivate covarianti DsT
e DsR e dall’azione degli elementi En

j sulle derivate covarianti di ordine inferiore.
In ogni riferimento u ∈ P con p = π(u), il rango della famiglia di funzioni F (α)

è dato da

rango(dF (α)) = dimG − dimHα+1
p + rango(Dα+1Tp + Dα+1Rp)

Dunque, se M è infinitesimamente omogeneo, rango(dF (α)) è costante su tutto M
per ogni α ≤ so e, per definizione dell’invariante di Singer e per il Lemma 5.2, ogni
punto u di P è punto di regolarità di γ e di ordine esattamente pari a so. Dunque,
per ogni punto p ∈ M , esiste un riferimento u ∈ π−1(p) ed un intorno U ⊂ P che
ammette un sistema di coordinate adattato. Se c1, . . . , cr sono i valori delle prime r
coordinate di u (e quindi coincidono con opportuni valori determinati dai tensori di
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torsione e di curvatura), allora, per le ipotesi, per ogni punto q ∈ π(U), esiste sempre
un riferimento u′ ∈ π−1(q) che appartiene alla sottovarietà S(c1,...,cr) indicata nel
Teorema 5.3. Di conseguenza, esiste un automorfismo locale f̃ di Aut(P, γ) tale che
f̃(u) = u′. Per la Proposizione 2.2, f̃ è il sollevato di un elemento f ∈ Aut(M,P )
e questo dimostra che la G struttura P è localmente omogenea.

Il viceversa è di verifica immediata. �

Il Teorema 6.2 ha come diretta conseguenza il seguente importante corollario,
dimostrato per la prima volta, nel caso di varietà Riemanniane, da I.M. Singer
([Sin])

Corollario 6.3. (I. M. Singer) Una varietà pseudo-Riemanniana (M, g) è
localmente omogenea se e solo se è infinitesimamente omogenea, ovvero se per ogni
coppia di punti p, q esiste una isometria F fra TpM e TqM tale che F ∗DsRq =
DsRq per ogni intero s minore o uguale all’invariante di Singer della varietà (M, g).
Se M è anche semplicemente connessa e completa allora è anche omogenea.

Dimostrazione. Se si considera come connessione canonica la connessione di
Levi Civita su Og(M), dal Teorema 6.2 segue subito che M è localmente omogenea
se e solo se è infinitesimamente omogenea, e poichè la connessione di Levi Civita
ha torsione nulla, una varietà pseudo-Riemanniana è infinitesimamente omogenea
se e solo se verifica le ipotesi enunciate. Se per di più, M è semplicemente connessa
e completa, ogni isomeria locale di M si estende ad una isometria globale (vedi
[KoNo]). �
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§7. Equazioni alle derivate parziali e le varietà dei Jet.

Nei lavori originali di S. Lie e E. Cartan (vedi [Ama] per un’ottima introduzione),
gli automorfismi di varietà con strutture geometriche assegnate venivano studiati
utilizzando i sistemi di equazioni differenziali cui questi automorfismi devono sod-
disfare. In effetti, l’algebra di Lie di Aut(M,PG), o della sua isotropia in un punto,
è sempre determinabile risolvendo un opportuno sistema lineare di equazioni dif-
ferenziali.

Scopo di questo paragrafo e del successivo è quello di fornire alcune relazioni
chiave tra i prolungamenti di una G-struttura e lo spazio di soluzioni dei sistemi
differenziali che definiscono gli automorfismi. Iniziamo pertanto con una accurata
formalizzazione del concetto di sistema di equazioni alle derivate parziali.

Siano f : U ⊂ Rn → Rq e g : V ⊂ Rn → Rq due applicazioni definite su due
intorni U e V dell’origine di Rn. Diremo che f e g coincidono nell’origine fino
all’ordine ko e lo indicheremo con

f ∼ko g

se e solo se per ogni 1 ≤ j ≤ q, 1 ≤ k ≤ ko e per ogni scelta di indici 1 ≤ i1, . . . , ik ≤
n si ha

f |0 = g|0 ,
∂kf j

∂xi1 . . . ∂xik
|0 =

∂kgj

∂xi1 . . . ∂xik
|0.

Se al posto di Rn e Rq, si considerano due varietà C∞ M e N di dimensione n e
q rispettivamente, e se f : U ⊂ M → N e g : V ⊂ M → N sono due applicazioni
C∞, definite su due intorni U e V di uno stesso punto po ∈ M , diremo che f e g
coincidono nel punto po fino all’ordine ko e lo indicheremo con

f ∼(po,ko) g

se f(po) = g(po) e se esistono due sistemi di coordinate

x : U ′ ⊂ U ∩ V → Rn

y : U ′(� f(po)) → Rq

tali che x(po) = 0 e le applicazioni

f̃
def= y ◦ f ◦ x−1 : x(U) ⊂ Rn → Rq

g̃
def= y ◦ g ◦ x−1 : x(U) ⊂ Rn → Rq

verificano
f̃ ∼ko g̃ .

Nel seguito, per praticità di notazione, se f : U ⊂ M → N è una applicazione
liscia fissata e x e y sono due sistemi di coordinate per due intorni U ′ ⊂ U e
V ′ ⊃ f(U ′), rispettivamente, col simbolo f̃ intenderemo sempre la applicazione
reale corrispondente

f̃
def= y ◦ f ◦ x−1 . (7.1)
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Esercizio 7.1. Si dimostri che se due applicazioni f e g verificano f̃ ∼ko g̃ per
qualche scelta delle coordinate, allora lo stesso si verifica per qualunque altra scelta
dei sistemi di coordinate.

È semplice controllare che la relazione ∼po,ko sull’insieme delle applicazioni lisce
f da aperti di M in N è una relazione di equivalenza. Si può dunque introdurre la
seguente definizione.

Definizione 7.2. Un jet di ordine ko in un punto po ∈ M è un elemento dello
spazio quoziente C∞

loc,po
(M,N)/∼po,ko , dove C∞

loc,po
(M,N) indica lo spazio delle

applicazioni locali lisce f : U ⊂ M → N , dove U è un intorno aperto di po.

Per ognuna delle funzioni in una classe di equivalenza, il corrispondente jet di
ordine ko verrà indicato con

jko(f)po .

L’insieme di tutti i jet di funzioni da M in N è indicato con

Jko(M ;N)

o con
Jko(M) ,

nel caso M = N .
Per ogni jet jko(f)po ∈ Jko(M ;N), il punto po è detto sorgente del jet , mentre il

punto qo = f(po) è detto obiettivo del jet . L’ applicazione da Jko(M ;N) in M che
associa ad ogni jet la sua sorgente verrà indicata con π, mentre quella da Jko(M ;N)
in N che associa l’obiettivo verrà indicata con π′.

Fissati due sistemi di coordinate x e y per due intorni U ∈ M , V ∈ N , ogni jet
jko(f)po ammette un ovvio rappresentante canonico, che indicheremo con f (ko). Si
costruisce come segue: se indichiamo con pi

j1...jm
i valori delle derivate comuni a

tutte le funzioni di una classe di equivalenza,

pi
j1...jm

=
1
m!

∂mf̃ i

∂xj1 . . . ∂xjm

∣∣∣∣∣
0

(7.2)

il rappresentante canonico f (ko) di jko(f)po è l’applicazione, che, in coordinate,
coincide con la funzione polinomiale

f̃ (ko)i = pi +
∑

j

pi
jx

j +
∑
j1,j2

pi
j1j2x

j1xj2 + · · · +
∑

j1,...,jko

pi
j1...jko

xj1 . . . xjko .

Possiamo introdurre sull’insieme

U = π−1(U) ∩ π′−1(V ) ⊂ Jko(M ;N)



80 F. PODESTÀ - A. SPIRO

la applicazione
x(ko) : U → RQ

x(ko)(jko(f)p) = (xi(p); pi
j1...jm

(jko(f̃)p)) (7.3)

dove le funzioni reali pi
j1...jm

sono definite dalla (7.2). Si tratta di una applicazione
biiettiva su di un aperto di RQ. Lasciamo al lettore la verifica che l’insieme delle
coppie del tipo (U , x(ko)) costituisce un atlante di mappe coordinate su Jko(M ;N);
questo atlante definisce su Jko(M ;N) una struttura di varietà differenziabile, e si
osservi che, per questa struttura, π e π′ sono applicazioni lisce.

In effetti, risulta che le terne (Jko(M ;N), π,M) e (Jko(M ;N), π′, N) realizzano
Jko(M ;N) come varietà fibrata su M e su N , rispettivamente.

Per ogni intero s ≤ ko, la classe di equivalenza jko
p (f) è ovviamente contenuta

nella classe di equivalenza jko−s
p (f). Possiamo allora considerare la applicazione

naturale
π−s : Jko(M ;N) → Jko−s(M ;N)

che associa ad ogni classe di equivalenza di Jko(M ;N) quella di Jko−s(M ;N), in
cui è contenuta.

Esercizio 7.3. Si dimostri che le applicazioni

π−s : Jk+s(M ;N) → Jk(M ;N)

(s ≥ 1) sono lisce e determinano strutture di fibrato sulla varietà Jk(M ;N).

Ogni applicazione locale liscia f : U ⊂ M → N determina naturalmente una
sezione locale nel fibrato (Jko(M ;N), π,M):

jko(f) : U → Jko(M ;N)

jko(f)(p) def= jko(f)p

È chiaro che a questa sezione corrisponde, in ogni punto p ∈ U , un elemento di

Js(M ;Jko(M ;N)) ,

il quale è unicamente determinato dalle derivate di f in p fino all’ordine ko + s.
Esiste quindi una immersione naturale

ı : Jko+s(M ;N) → Js(M ;Jko(M ;N)) . (7.4)

Si osservi che l’immagine ı(Jko+s(M ;N)) è determinata in Js(M ;Jko(M ;N)) dalle
seguenti equazioni in coordinate. Se indichiamo con

p
j/j1...jk

i1...ir

def=
∂pj

j1...jk

∂xi1 . . . ∂xir

∣∣∣∣∣
0

(7.5)

si ha che un elemento di Js(M ;Jko(M ;N)) appartiene a ı(Jko+s(M ;N)) se e solo
se

p
j/j1j2...jk

i1i2...ir
= p

j/i1j2...jk

j1i2...ir
(7.6)

per ogni im, jl con 1 ≤ m ≤ r, 1 ≤ l ≤ k e 0 ≤ r ≤ s, 0 ≤ k ≤ ko.
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Definizione 7.4. Una sottovarietà Rko ⊂ Jko(M ;N) tale che π(Rko) è un
aperto U ⊆ M e tale che π : Rko → U è una fibrazione, è detta sistema (regolare)
di equazioni alle derivate parziali . L’intero ko è detto ordine del sistema.

Una soluzione locale del sistema Rko è una qualunque applicazione liscia f : U ⊂
M → N tale che la corrispondente applicazione jko(f) : U → Jko(M ;N) è una
sezione locale del fibrato (Rko , π, U).

La motivazione di questa terminologia è fornita dal fatto che, sotto opportune
condizioni di regolarità, i sistemi di equazioni alle derivate parziali, come sono
comunemente intesi, definiscono di fatto delle sottovarietà dello spazio di jet.

Esempio 7.5. Sia (M, g) una varietà Riemanniana di dimensione n e si con-
siderino due insiemi di coordinate su due aperti U, V ⊂ M . Una applicazione
f : U → V è una isometria locale se e solo se, in coordinate, l’applicazione f̃ sod-
disfa al sistema di equazioni alle derivate parziali

∂f̃ i

∂xk

∂f̃ j

∂xm
gij(f̃1(x), . . . , f̃n(x)) = gkm(x1, . . . , xn) k,m = 1 . . . n (7.7)

Ricordando le coordinate (7.3) definite su U = π−1(U) ∩ π′−1(V ), la (7.7) cor-
risponde alla seguente equazione sui punti di J1(M)

pi
kpj

mgij(p1, . . . , pn) = gkm(x1, . . . , xn) (7.8)

Indichiamo con R1(M, g) il sottoinsieme di J1(M) definito dalle equazioni (7.8).
Se la metrica g soddisfa opportune condizioni di regolarità su M , R1(M, g) è

una sottovarietà che si fibra su un aperto di M , ovvero è un sistema regolare di
equazioni alle derivate parziali.

Nell’esempio precedente, è importante sottolineare il fatto che la (7.8) non è
equivalente al sistema differenziale (7.7) nel seguente senso: esistono sezioni locali di
R1(M, g) che soddisfano la (7.8), ma che non sono sezioni del tipo j1(f), per nessuna
applicazione liscia f . Per determinare quali sezioni di R1(M) corrispondono a
soluzioni locali, bisogna introdurre il concetto di prolungamento di un sistema di
equazioni alle derivate parziali .

Sia Rko è un sistema regolare. Come già osservato, le derivate prime di una
sezione locale di Rko ⊂ Jko(M ;N) determinano naturalmente una sezione locale di

J1(M ;Rko) ⊂ J1(M ;Jko(M ;N)) .

Indichiamo con (Rko)1 il sottoinsieme di J1(M ;Jko(M ;N)) determinato da tutte
le sezioni locali di Rko .

Ora, se σ : U → Rko è una sezione locale del tipo

σ = jko(f)
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per qualche applicazione f , i jet della sezione σ devono verificare

j1(σ) = j1(jk
o (f)) = ı(jko+1(f)) (7.9)

dove ı è l’immersione definita in (7.4).
Questo mostra che le sezioni locali date da applicazioni determinano jet di (Rko)1

che sono elementi di
(Rko)1 ∩ ı(Jko+1(M ;N)) (7.10)

Per costruzione, una applicazione locale f è soluzione di Rko se e solo se i suoi jet
sono elementi di

ı−1((Rko)1 ∩ ı(Jko+1(M ;N))) (7.11)

e quindi nel caso tale insieme sia un sistema regolare di equazioni alle derivate
parziali , avremmo determinato un sistema di equazioni equivalente al precedente
ma di ordine ko + 1.

Non sempre la (7.11) costituisce un sistema regolare, comunque esistono vari
criteri ed algoritmi per verificarlo. In generale, è importante osservare che, se
indichiamo con F una famiglia di equazioni che determina la sottovarietà Rko ,
l’insieme (Rko)1 è determinato da tutti i punti che soddisfano le equazioni di F
derivate rispetto alle coordinate di M (vedi Esempi 7.7 e 7.8). D’altra parte la
sottovarietà ı(Jko+1(M ;N)) è definita dalle equazioni (7.5) e dunque, è possibile
valutare se l’insieme (7.11) è una sottovarietà fibrata regolare di ı(Jko+1(M ;N)),
studiando il sistema di equazioni dato dalle F e dalle (7.5).

Possiamo allora introdurre la seguente definizione.

Definizione 7.6. Si dice primo prolungamento del sistema regolare di equazioni
alle derivate parziali Rko il sottoinsieme Rko(1) ⊂ Jko+1(M ;N) dato da

Rko(1) = ı−1
(
(Rko)1 ∩ ı(Jko+1(M ;N))

)
(7.12)

Per ogni intero n > 1, si dice prolungamento di ordine n l’insieme Rko(n) ottenuto
come primo prolungamento di Rko(n−1).

Il sistema Rko è detto formalmente integrabile se, per ogni intero n ≥ 1:
a) il prolungamento Rko(n) è un sistema regolare di equazioni;
b) la proiezione

π−1 : Rko(n) ⊂ Jko+n(M ;N) → Rko(n−1) ⊂ Jko+n−1(M ;N)

è suriettiva.

Esempio 7.7. Riprendendo l’Esempio 7.6, si osservi che le equazioni che deter-
minano l’insieme (Rko(M, g))1 all’interno di J1(M ;J1(M)) possono essere ottenute
derivando le (7.8). Si ottengono allora le equazioni

∂pi
k

∂xt
pj

mgij(p1, . . . , pn) + pi
k

∂pj
m

∂xt
gij(p1, . . . , pn) + pi

kpj
m

gij

∂xl
(p1, . . . , pn)

∂pl

∂xt
=
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=
∂gkm

∂xt
(x1, . . . , xn) (7.13)

che diventano, nelle coordinate (7.4) di J1(M ;J1(M)) ,

p
i/k
t pj/mgij(p1, . . . , pn) + pi/kp

j/m
t gij(p1, . . . , pn) + pi/kpj/m gij

∂xv
(p1, . . . , pn)pv

t =

=
∂gkm

∂xt
(x1, . . . , xn) (7.14)

Le (7.13) unitamente alle (7.5) determinano (Rko(M, g))1 ∩ ı(Jko+1(M)) e quindi
il primo prolungamento R1(1)(M, g).

Esempio 7.8. Indichiamo con F = {fα} l’insieme delle funzioni tali che il sis-
tema

fα = 0

è il sistema che definisce il primo prolungamento Rko(1) di un sistema Rko . Sia poi
Ftot l’ideale nello spazio delle funzioni C∞ generato da F = {fα}: è chiaro che ogni
elemento di Rko(1) soddisfa anche tutte le equazioni del tipo

f = 0 f ∈ Ftot . (7.15)

Spesso, fra le le (7.15), esistono equazioni, in cui compaiono solo componenti di jet
di ordine ko e indipendenti da quelle del sistema di definizione di Rko . Se questo si
verifica, la proiezione

π−1 : Rko(1) → Rko

è chiaramente non suriettiva.
Per fare un esempio, si consideri il seguente sistema R1 ⊂ J1(R2; R):

∂f

∂xi
= hi(f(x1, x2), x2) (7.16)

con hi, i = 1, 2, funzioni reali assegnate. Alle (7.16) corrispondono le equazioni
nelle coordinate (7.4)

pi = hi(p, x2) (7.17)

Le equazioni che definiscono l’insieme (R1)1 ∩ ı(J2(R2; R)) sono

p/i
m =

∂hi

∂x1
(p, x2)pm +

∂hi

∂x2
(p, x2)δ2m (7.18)

p/i
m = p

/m
i (7.18)

L’ideale di equazioni generato dalle (7.18) contiene anche l’equazione

∂hi

∂x1
(p, x2)pm +

∂hi

∂x2
(p, x2)δ2m − ∂hm

∂x1
(p, x2)pi −

∂hm

∂x2
(p, x2)δ2i = 0 (7.20)
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che non è contenuta nell’ideale generato dall’equazione (7.17). In altre parole, non
tutti i jet che verificano la (7.17) sono ottenibili come π−1(j2(f)) di qualche jet che
verifica il prolungamento definito dalla (7.18) - (7.20).

L’equazione (7.20) che compare effettuando il prolungamento del sistema è un
esempio di ciò che spesso viene chiamato come condizione di integrabilità del sistema
di partenza.

Osservazione 7.9. L’esempio precedente serve a chiarire la condizione b) per
i sistemi formalmente integrabili. Infatti, se tale condizione si verifica, per ogni jet
jko(f)p ∈ Rko e per ogni intero s ≥ 0 esiste un jet jko+s(f)p, che verifica tutte le
equazioni del prolungamento di ordine s e tale che

π−sj
ko+s(f)p = jko(f)p

Fissato un sistema di coordinate intorno al punto p, questo è equivalente a dire che,
per ogni applicazione polinomiale f (ko) che rappresenta un jet in Rko è possibile
costruire una serie formale di potenze f (∞) che ammette come primi ko termini
l’applicazione f (ko) e le cui espansioni troncate all’ordine ko + s soddisfano sempre
tutte le equazioni dei prolungamenti di ordine ko + s. Se inoltre, per qualche intero
so, i prolungamenti Rko(s), s ≥ so + 1 sono tali che le proiezioni π−1 : Rko(s) →
Rko(s−1) sono bijettive, si ha anche che la serie f (∞) è univocamente determinata
dai termini di ordine minore o uguale a ko + so.
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§8. Equazioni differenziali soddisfatte dagli automorfismi di una G-
struttura.

Concludiamo qui lo studio degli automorfismi di una G-struttura. Il punto prin-
cipale di questa sezione è costituito dal Teorema 8.6 che fornisce un’interpretazione
dell’ordine k di una G-struttura in termini di equazioni differenziali.

Risulta infatti che l’intero k costituisce un limite superiore per l’ordine del sis-
tema di equazioni differenziali che definisce gli automorfismi di PG. Una con-
seguenza importante è che se due automorfismi coincidono in un punto fino alle
derivate di ordine k, allora coincidono ovunque.

Cominciamo con la descrizione delle equazioni differenziali che sono soddisfatte
dagli elementi di Autloc(M,PG).

Nel seguito, ci limiteremo a considerare solo diffeomorfismi locali da M in sè.
L’insieme dei jet di ordine ko dei diffeomorfismi locali è definito, in coordinate, dalla
disequazione

det

[
∂f̃ j

∂xi

]
�= 0 (8.1)

ed è quindi un sottoinsieme aperto di Jko(M). Lo indicheremo con

Diffko(M) .

Inoltre, in tutti i sistemi di equazioni alle derivate parziali che andremo a considerare
in questo paragrafo, supporremo sempre la condizione (8.1).

Sia PG una G-struttura su M e siano p, q due punti di M . Per determinare quali
siano le condizioni differenziali che un diffeomorfismo locale f con f(p) = q debba
verificare per appartenere a Autloc(M,PG), operiamo come segue. Siano σ e σ′

due sezioni locali di PG definite su intorni U e V di p e q rispettivamente. Allora
f : U ′ ⊂ U → M è un elemento di Autloc(M,PG) se e solo se esiste una applicazione
g : f(U ′) → G tale che

(f∗ ◦ σ)(x) = σ′(f(x)) · g(x) (8.2)

per ogni x ∈ U ′. Per qualunque scelta delle sezioni σ e σ′ e per qualunque diffeo-
morfismo f , esiste un elemento Af (x) ∈ GL(n, R) (dipendente da f e da x ∈ U)
tale che

(f∗ ◦ σ)(x) = σ′(f(x)) · Af (x) .

Dunque la (8.2) è equivalente ad affermare che Af (x) ∈ G e costituisce quindi un
sistema di rango costante sulle componenti dei jet di ordine 1 in

U = π−1(U) ∩ π′−1(V ) ⊂ Diff1(M) .

Per di più, se un jet j1(f)p soddisfa le (8.2), soddisfa anche le analoghe equazioni
per qualunque altra scelta delle sezioni locali di PG. Infatti, se ρ e ρ′ sono altre due
sezioni locali di PG, esistono due applicazioni gρ e gρ′ a valori in G tali che

ρ = σ · gρ



86 F. PODESTÀ - A. SPIRO

ρ′ = σ′ · gρ′

e quindi un diffeomorfismo locale verifica la

(f∗ ◦ ρ)(p′) = ρ′(p) · g(p′) (8.3)

se e solo se verifica un’equazione del tipo

(f∗ ◦ σ)(x) = σ′(f(x)) · gρ′(x) · g(x) · g−1
ρ (x) = σ′(f(x)) · g̃(x) .

Di conseguenza, si può univocamente associare a PG la seguente sottovarietà di
Diff1(M):

Aut1(M,PG) = { j1
p(f) ∈ Diff1(M) :

f̃ verifica (8.2) per qualche scelta di σ e σ′ } (8.4)

Lasciamo al lettore la verifica della seguente proposizione.

Proposizione 8.1. Per ogni G-struttura, Aut1(PG,M) è un sistema regolare
di equazioni alle derivate parziali.

Per ogni punto po ∈ M , definiamo come Aut1po
(PG,M) la sottovarietà

Aut1po
(PG,M) = { j1(f)po ∈ Aut1(PG,M) : f(po) = po }

mentre
Aut1o(PG,M) =

⋃
p∈M

Aut1p(PG,M)

Si osservi che Aut1o(PG,M) è una sottovarietà liscia di Diff1(M) e che su di
essa esiste una naturale azione libera di G. Infatti, per ogni g ∈ G ed ogni jet
j1(f)p ∈ Aut1o(PG,M), si consideri un riferimento u ∈ π−1(p) ∈ PG ed un sistema
di coordinate con

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

= Xj = u(ej) .

Si definisce il jet j1(f ′)p = j1(f)p · g come il jet corrispondente al diffeomorfismo
locale f ′, con espressione in coordinate f̃ ′, il cui Jacobiano è

[
∂f̃ ′i

∂xj

]
=

[
∂f̃ i

∂xk

]
·
[
gk

j

]
.

(si è indicato con
[
gi

j

]
la matrice corrispondente all’azione di g sul riferimento u).

Si può verificare che Aut1o(PG,M) è un fibrato principale su M con gruppo
strutturale G. Anzi, abbiamo la seguente proposizione.
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Proposizione 8.2. Aut1o(PG,M) è equivalente a PG.

Dimostrazione. Sia {Ui}i∈I un ricoprimento aperto di M tale che PG sia ba-
nale su ciascun Ui. Per ogni i ∈ I, fissiamo un diffeomorfismo G-equivariante

φi : Ui × G → π−1(Ui)

e sia σi la sezione locale su Ui definita da σi(x) def= φi(x, e). Si fissi poi una base
{ei}i=1,...,n per lo spazio modello V di TM e, per ogni punto x ∈ Ui, si consideri
un sistema di coordinate locali tale che

∂

∂xj

∣∣∣∣
x

= σx(ej)

Per ogni punto p, si può definire la funzione

f i
(p) = xi

e si noti che il suo jet j1(f(p))p è univocamente associato a σi(p) ed appartiene a
Aut1o(PG,M). Si definisce allora, per ogni i ∈ I,

ψi : π−1(Ui) ⊂ PG → π−1(Ui) ⊂ Aut1o(PG,M)

ψi(φi(x, g)) = j1(f(x))x · g .

Lasciamo al lettore verificare che ogni applicazione ψi è G-equivariante, liscia ed
indipendente dalla scelta dell’applicazione φi. In particolare si ha, se Ui ∩ Uj �= ∅,
che

ψi|Ui∩Uj = ψj |Ui∩Uj

e che quindi esiste un’applicazione globale

ψ : PG → Aut1o(PG,M)

che realizza un’equivalenza di fibrati. �

Consideriamo ora il primo prolungamento Aut1(1)(M,PG) di Aut1(M,PG) e in-
dichiamo con Aut2o(M,PG) l’immagine inversa in Aut1(1)(M,PG) della sottovarietà
Aut1o(M,PG). Possiamo anche considerare i vari prolungamente Aut1(s)(M,PG) e
definire ricorsivamente gli insiemi di jet Auts+1

o (M,PG) come

Auts+1
o (M,PG) = (π−1)−1 (Autso(M,PG)) ∩ Aut1(s)(M,PG)

Senza ulteriori ipotesi di regolarità sulla G struttura, non ci si può aspettare che
i prolungamenti Aut1(s)(M,PG) siano tutti sottofibrati di Diffs+1(M), nè che lo
siano gli insiemi Auts+1

o (M,PG). Abbiamo tuttavia la seguente proprietà.
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Proposizione 8.3. Per ogni intero n, un qualunque fibra della proiezione

π−1 : Autno (M,PG) → Autn−1
o (M,PG)

è diffeomorfa al prolungamento n-esimo G(n).

Osservazione 8.4. Dalla Proposizione 8.3 si può dedurre che, nel caso in
cui Autn−1

o (M,PG) sia una varietà regolare e l’applicazione π−1 fra Autno (M,PG)
e Autn−1

o (M,PG) sia suriettiva, allora Autno (M,PG) è un fibrato principale su
Autn−1

o (M,PG) ed in particolare una sottovarietà regolare di Diffn(M).

Dimostrazione. Per prima cosa, abbiamo bisogno del seguente lemma.

Lemma 8.5. Per ogni intero n, G(n) è diffeomorfo alla fibra della proiezione

π−1 : Jn(M ;G) → Jn−1(M ;G)

Dimostrazione. Indichiamo con e la applicazione costante da M in G

e(p) = e ∈ G

dove e è l’unità di G. Fissiamo una base {ei} per V in modo tale che gli elementi
di G ⊂ GL(V ) siano rappresentabili dalle matrici gi

j tali che

g(ej) = gi
jei

Prendiamo poi un punto po ∈ M ed un sistema di coordinate intorno a po. Gli
elementi

(π−1)−1(jn−1
po

(e)) ⊂ Jn(M ;G)

sono jet che ammettono come rappresentanti polinomiali le seguenti applicazioni

gi
k(x1, . . . , xn) = δi

k +
1
n!

gi
k/j1...jn

xj1 . . . xjn

Si osservi che le costanti gi
k/j1...jn

verificano la seguente condizione: per ogni curva
α : R → Rn, la matrice

g(t)i
j = δi

j +
1
n!

gi
j/j1...jn

αj1(t) . . . αjn(t)

è una curva in G. Quindi, per ogni scelta di una curva tale che α(0) = 0Rn abbiamo
che g(0)i

j = δi
j e che la derivata

dn

dtn
g(t)i

j

∣∣∣∣
0

=
1

(n − 1)!
gi

k/j1...jn

dαj1

dt

∣∣∣∣
0

. . .
dαjn

dt

∣∣∣∣
0

(8.5)

è un elemento dell’algebra di Lie G. Per l’arbitrarietà del vettore

v = (
dαj1

dt

∣∣∣∣
0

, . . . ,
dαjn

dt

∣∣∣∣
0

) ∈ Rn
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la (8.5) dimostra che i coefficienti gi
k/j1...jn

determinano un elemento di

T ∈ Hom(Sn(Rn) ⊗ R, Rn) (8.6)

tale che
T (v1, . . . , vn) ∈ G ∀v1, . . . , vn ∈ Rn. (8.7)

D’altra parte, dal paragrafo §3, sappiamo che G(n) è identificabile proprio con lo
spazio vettoriale degli elementi che verificano la (8.6) e (8.7). Perciò la corrispon-
denza

jn(g)po �→ ∂ngi
k

∂xj1 . . . ∂xjn

realizza un diffeomorfismo fra la fibra (π−1)−1(jn−1
po

(e)) e G(n). �

Dai risultati del Lemma 8.5, per ogni punto p ∈ M ci conviene indicare con ıp il
diffeomorfismo fra G(n) e la fibra di Jn(M ;G) sopra il jet jn−1(e)p.

A questo punto, osserviamo che per ogni elemento g ∈ G(n) possiamo definire
una applicazione

g : Autno (M,PG) → Jn(M)

come segue. Per ogni jn(f)p ∈ Autno (M,PG) si consideri un sistema di coordinate
tali che i vettori

Xi =
∂

∂xi

∣∣∣∣
0

costituiscano un riferimento di PG sopra al punto p. Sia poi

gi
k(x1, . . . , xn) = δi

k +
1
n!

gi
k/j1...jn

xj1 . . . xjn (8.8)

il rappresentante canonico del jet ıp(g) e si definisca

g(jn
p (f)) def= jn

p (f ◦ gi
k(x1, . . . , xn))

Si verifica subito che se il jet jn(f)p verificava le (8.2) con tutti i prolungamenti
fino all’ordine n, allora anche g(jn(f)p) le verifica ed è quindi elemento della stessa
fibra di jn(f)p.

Dalla definizione si vede che G(n) trasforma ciascuna fibra di Autno (M,PG) in
se stessa e che l’azione indotta è libera. La dimostrazione sarà conclusa se faremo
vedere che l’azione è transitiva. Per questo basta osservare che se jn(f)p e jn(h)p

appartengono a Autno (M,PG) e si proiettano sullo stesso elemento in

Autn−1
o (M,PG) ,

allora il jet jn
p (h ◦ f−1) è ancora un elemento di Autno (M,PG) che si proietta sul jet

jn−1(idM )p ∈ Autn−1
o (M,PG)

Derivando le (8.2) fino all’ordine n, si può controllare che i jet che si proiettano su
jn−1(idM )o sono tutti e soli della forma (8.8). �

Possiamo allora concludere con il seguente teorema, che costituisce l’obiettivo
principale di questa sezione.
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Teorema 8.6. Sia PG una G-struttura di ordine finito ko. Se f e g sono due
elementi di Autloc(M,PG) tali che

jko(f)p = jko(g)p (8.9)

allora, per ogni intero k ≥ ko

jk(f)p = jk(g)p (8.10)

In caso f e g siano analitiche reali, (8.9) implica che

f ≡ g

su un intorno di p.
Se Autloc(M,PG) è costituito da tutte e sole le soluzioni locali di un sistema

regolare di equazioni alle derivate parziali Rm ⊂ Diffm(M) formalmente integra-
bile, esiste sempre un sistema differenziale, formalmente integrabile, che definisce
Autloc(M,PG) ed il cui ordine è inferiore o uguale a ko.

Dimostrazione. Dalla (8.9) segue che

jko+1(f ◦ g−1)p

è un elemento di Autko+1
o (M,PG) e che si proietta su

jko(idM )p .

Per la Proposizione 8.3, l’immagine inversa in Autko+1
o (M,PG) della proiezione è

diffeomorfa al gruppo G(ko+1), il quale per ipotesi è costituito dal solo elemento
neutro. Perciò jko+1(f ◦ g−1)p deve coincidere con jko+1(idM )p e quindi

jko+1(f)p = jko+1(g)p .

Ricorsivamente, si dimostra la (8.10) per ogni altro intero k = ko + s, s ≥ 1.
Dalla (8.10) segue che gli sviluppi in serie di Taylor dei diffeomorfismi f e g, in

qualche sistema di coordinate intorno a po, coincidono. Da cui l’identità delle due
applicazioni, nel caso siano analitiche reali.

Per concludere, supponiamo che Rm sia un sistema alle derivate parziali formal-
mente integrabile e che definisce Autloc(M,PG) e sia con m > ko. Per la (8.10), le
fibre della proiezione

πko−m : Rm → Rko
def= πko−m(Rm) ⊂ Diffko(M)

sono tutte costituite da un solo punto e quindi la proiezione πko−m costituisce una
immersione regolare di Rm in Diffko(M).

In particolare, l’immagine Rko è un sistema regolare alle derivate parziali che
definisce i diffeomorfismi di Autloc(M,PG). �
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CAPITOLO III

AZIONI PROPRIE E SPAZI DI ORBITE

§1. Il teorema della fetta per le azioni proprie.

Definizione 1.1. Sia G un gruppo di Lie che agisce su una varietà M . Diremo
che l’azione è propria se l’applicazione

Φ : G × M → M × M

(g,m) �→ (g(m),m)
(1.1)

è propria. In tal caso diremo che G agisce propriamente.

È chiaro che se l’azione è propria, allora un qualunque sottogruppo di isotropia
Gp, p ∈ M , è un sottogruppo compatto. Inoltre vale la seguente Proposizione.

Proposizione 1.2. Si consideri un gruppo di Lie G che agisce su una varietà
M . L’azione è propria se e solo se, per ogni coppia di punti p, q ∈ M , esistono due
intorni Up, Uq di p e q, rispettivamente, tali che l’insieme

G(Up, Uq) = {g ∈ G, g(Up) ∩ Uq �= ∅} (1.2)

è relativamente compatto in G.

Dimostrazione. Siano p e q due punti di M e mostriamo che se la applicazione
Φ è propria allora G(Up, Uq) è relativamente compatto in G, per qualche Up e Uq.

Se p /∈ G(q), ovvero se (p, q) /∈ Φ(G×M), basta osservare che, poichè Φ(G×M)
è chiuso in M × M , esistono due intorni Up e Uq tali che

Up × Uq ∩ Φ(G × M) = ∅

e quindi
G(Uq, Up) = ∅ .

Se invece p ∈ G(q), si osservi che l’insieme

Φ−1({p} × {q}) = G({q}, {p}) × {q}

è compatto essendo Φ propria, per ipotesi. Allora anche G({q}, {p}) è compatto ed
ammette un intorno compatto W . Ne segue che l’insieme W × M è un intorno di

Typeset by AMS-TEX
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Φ−1({q} × {p}) e, poichè Φ è propria, esiste un intorno di (p, q) del tipo Up × Uq

tale che
Φ−1(Up × Uq) ⊆ W × M .

Si osservi allora che la proiezione di Φ−1(Up × Uq) su G coincide con G(UqUp) e
che, essendo contenuta nel compatto W , è relativamente compatta in G.

Dimostriamo ora che la condizione (1.2) è sufficiente affinchè Φ sia propria. Dal
momento che (1.2) implica che l’insieme

Φ−1(p, q) = G({q}, {p}) × {q}

è compatto, abbiamo solo bisogno di far veder che l’applicazione Φ è chiusa.
Prima di tutto osserviamo che, per ogni p ∈ M ed ogni intorno aperto W

dell’isotropia Gp ⊆ G, esiste un intorno Up tale che

G(Up, Up) ⊆ W .

Per dimostrarlo, si consideri un intorno U ′
p di p tale che G(U ′

p, U
′
p) sia relativamente

compatto e si indichi con A l’insieme

A = G(U ′
p, U

′
p) \ W

Per costruzione, A ∩ Gp = ∅ e per ogni t ∈ A esiste un intorno Wt di t in G ed un
corrispondente intorno U

(t)
p di p in M tale che l’insieme

(Wt · U (t)
p ) ∩ U (t)

p = ∅ .

Poichè la chiusura A è compatta esiste un insieme finito I di elementi t ∈ A tali
che A ⊆

⋃
t∈I Wt. Se poniamo

Up = U ′
p ∩

⋂
t∈I

U (t)
p

otteniamo che
G(Up, Up) ⊆ G(U ′

p, U
′
p)

e che
G(Up, Up) ∩ A ⊆ {

⋂
t∈I

G(U (t)
p , U (t)

p )} ∩
⋃
t∈I

Wt = ∅

ovvero che G(Up, Up) ⊆ W .
Continuiamo ora osservando che l’immagine Φ(G×M) è chiusa in M×M : infatti

se Φ(gn,mn) converge a (p, q) ∈ M × M , allora la successione {mn} converge a q
ed esistono intorni U, V di p e q rispettivamente tali che G(V,U) sia relativamente
compatto in G e {gn} appartenga definitivamente a G(V,U). La tesi segue allora
immediatamente.

Prendiamo ora un sottoinsieme chiuso C ⊂ G × M ed osserviamo che Φ(C) ⊂
Φ(G × M). Sia allora (p, q) ∈ Φ(C) e proviamo che (p, q) ∈ Φ(C).



CAPITOLO III 93

Supponiamo che ciò sia falso. Dal fatto che C è chiuso e che Φ−1(p, q) = gGq×{q}
per qualche g ∈ G tale che g(q) = p, questo implica che esiste un intorno W di Gq

e un intorno U ′
q di q tali che

(gW × U ′
q) ∩ C = ∅

Prendiamo allora un intorno Uq contenuto in U ′
q e tale che G(Uq, Uq) ⊂ W . Segue

allora che

Φ−1(gUq × Uq) ∩ C ⊆ (gG(Uq, Uq) × Uq) ∩ C ⊆
(
gW × U ′

q

)
∩ C = ∅ .

Ma questo non è possibile, perchè vorrebbe dire che (gUq ×Uq)∩Φ(C) = ∅, mentre
per ipotesi (p, q) è nella chiusura di Φ(C). �

Dalla precedente proposizione segue subito che, per ogni azione propria, ogni
punto p ∈ M ammette un intorno Up tale che G(Up, Up) è relativamente compatto
in G. Le azioni che godono di quest’ultima proprietà sono state denominate da R.
Palais come azioni di Cartan (n.b.: in onore di Henri Cartan e non di Elie Cartan).
D’altra parte, segue immediatamente dalla definizione che ogni azione di un gruppo
compatto G è propria. In altre parole, ci troviamo di fronte a tre importanti classi di
azioni: la classe Ao delle azioni di gruppi compatti, la classe AP delle azioni proprie
e la classe AC delle azioni di Cartan, ognuna delle tre propriamente contenuta nella
successiva.

In questo capitolo, incominceremo lo studio della struttura dello spazio delle
orbite per quanto riguarda le azioni della classe AP e dimostreremo, fra l’altro,
che una azione Θ è nella classe AP soltanto se esiste una metrica Riemanniana
g su M tale per cui ogni diffeomorfismo di ρΘ(G) risulta una isometria per g.
Viceversa, se ρΘ(G) è un sottogruppo chiuso del gruppo delle isometrie di una
varietà Riemanniana (M,g), allora Θ è una azione propria. Quindi, la classe AP
e la classe AI delle azioni isometriche sono intimamente correlate fra loro e questo
fornisce una forte motivazione per lo studio delle azioni proprie.

È tuttavia importante tener presente che gran parte dei risultati ottenuti saranno
conseguenza del cosiddetto Teorema della Fetta (Teorema 1.4) e che, in [Pal 2],
R. Palais ha dimostrato che la classe più ampia possibile di azioni per cui sia
dimostrabile il Teorema della Fetta coincide esattamente con la classe AC delle
azioni di Cartan.

Procediamo dunque con la dimostrazione del Teorema della Fetta. Fissato un
gruppo di Lie G che agisce propriamente su M , poniamo la seguente definizione.

Definizione 1.3. Sia p ∈ M e sia G(p) = G/Gp l’orbita di G passante per
p. Diremo che una sottovarietà S passante per p è una fetta Gp-invariante (o
”Gp-slice”) centrata in p se

a) GS = {g(s); g ∈ G, s ∈ S} è aperto in M ;
b) Se g ∈ G e x ∈ S, allora g(x) ∈ S se e solo se g ∈ Gp.

La condizione (b) dice innanzitutto che S è un Gp-spazio. Inoltre possiamo
definire un’applicazione G-equivariante f : GS → G/Gp data da f(gs) = [g], dove
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[g] denota la classe di g in G/Gp. È chiaro che la condizione (b) garantisce anche
che l’applicazione f è ben definita; inoltre f−1([Gp]) = S.

Il seguente teorema garantisce l’esistenza delle ”fette” intorno a qualunque punto
p ∈ M e dalla loro stessa costruzione si potranno dedurre molte altre importanti
proprietà.

Teorema 1.4. Se G agisce propriamente su M , allora per ogni p ∈ M , il gruppo
di isotropia Gp è compatto ed esiste una fetta Gp-invariante.

Dimostrazione. Che Gp sia compatto, segue immediatamente dalla definizione
di azione propria.

Ora, poichè Gp è compatto, si può affermare che esiste una metrica Riemanniana
Gp-invariante su M : infatti, indicata con µ la misura biinvariante di Haar su Gp

e presa una qualunque metrica Riemanniana h su M , possiamo porre per X,Y ∈
TmM

g(X,Y ) =
1

µ(Gp)

∫
Gp

h�(m)(�∗(X), �∗(Y ))dµ(�)

ed è chiaro che g è una metrica Riemanniana Gp-invariante.
Sia ora expp : U ⊂ TpM → M l’applicazione esponenziale (rispetto alla metrica

g), definita su un aperto U di TpM ; poniamo inoltre

D(r) = {v ∈ TpG(p)⊥;g(v, v) < r}

e scegliamo r sufficientemente piccolo in modo che expp|D(r) sia un’immersione.
Vogliamo provare che, per r > 0 sufficientemente piccolo, Sr = expp(D(r)) è una
fetta Gp - invariante.

Verifichiamo la proprietà (a). Indichiamo con G e K le algebre di Lie di G e Gp

rispettivamente e scegliamo un sottospazio m ⊂ G che sia un supplementare di K;
preso un intorno V di 0 in m, tale che l’esponenziale exp |V del gruppo G sia un
diffeomorfismo, poniamo P = {exp(v); v ∈ V } e consideriamo l’applicazione

α : Sr × P → M

(x, g) �→ g(x) .

È facile verificare che il differenziale α(p,e)∗ ha rango massimo pari a dim(Sr ×P ) =
dimM e pertanto α stabilisce un diffeomorfismo di un intorno aperto U × W di
(p, e) su un intorno aperto Up di p in M . Possiamo supporre che U = Sr e W = P ,
eventualmente restringendo r e l’intorno V di 0 in m; in tal modo A = α(Sr ×P ) è
aperto in M . Se goso ∈ GSr, con so ∈ Sr, allora goA è un aperto contenente goso

e contenuto in GSr e questo dimostra che GSr è aperto.
Prima di verificare la proprietà (b), si osservi che una versione, per cos̀ı dire,

’locale’ di quella proprietà è già verificata per ogni insieme Sr. Infatti, se si considera
un intorno V ′ ⊂ G dello 0 tale che V ′ ∩ m = V e che exp |V ′ è un diffeomorfismo,
allora se g ∈ P ′ = exp(V ′) e x ∈ S, si ha che g(x)(= α(x, g)) ∈ Sr se e soltanto se
g ∈ P ′ ∩ Gp.
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Ma la costruzione di Sr non garantisce che tale proprietà debba essere verificata
per tutti gli elementi g ∈ G. Vogliamo dimostrare che, restringendo r in maniera
opportuna, la (b) è di fatto verificata.

Supponiamo per assurdo che Sr non soddisfi (b) per alcun r positivo. Ne segue
che possiamo trovare successioni {xn}n∈N e {yn}n∈N convergenti a p con xn, yn ∈ S 1

n

e gn(xn) = yn per opportuni gn ∈ G \ Gp, per ogni n ∈ N.
Poichè l’azione è propria, possiamo trovare un intorno U(p) di p tale che l’insieme

G(U(p), U(p)) sia relativamente compatto: la successione {gi} appartiene definiti-
vamente a G(U(p), U(p)) e quindi contiene una sottosuccessione convergente ad un
elemento g ∈ G. Si noti che g ∈ Gp e quindi, sostituendo la successione xi con
g(xi) e gi con gig

−1, possiamo supporre che g = e.
Osserviamo ora che l’applicazione m × K � (ξ, η) �→ exp(ξ) · exp(η) è un diffeo-

morfismo di un intorno di (0, 0) su un intorno di e ∈ G e quindi la successione gi si
potrà scrivere, per i sufficientemente grandi, come gi = ai ·bi, con ai ∈ P e bi ∈ Gp,
ai �= e.

Consideriamo ora l’applicazione α usata nella dimostrazione del punto (a) e
osserviamo che, per valori di i sufficientemente grandi,

α(bi(xi), ai) = aibi(xi) = gi(xi) = yi = α(yi, e) ;

poichè bi(xi) ∈ Sr e α è iniettiva, abbiamo che bi(xi) = yi e ai = e; una contrad-
dizione. �

Dalla dimostrazione stessa dell’esistenza della fetta, abbiamo anche che un in-
torno Up di p ∈ M è diffeomorfo al prodotto S × P . D’altra parte, è possibile,
restringendo eventualmente l’insieme P = exp(V ), far s̀ı che l’applicazione

θ : P → G(p)

θ(g) def= g(p)

sia un diffeomorfismo fra P ed un intorno U(p) = θ(P ) di p nell’orbita G(p). Ne
segue che l’aperto Up è effettivamente diffeomorfo al prodotto S × U(p) della fetta
S e dell’aperto U(p) ⊂ G(p), tramite l’applicazione (α ◦ (Id × θ))−1.

Quest’ultima proprietà è resa ancor più interessante dal fatto che il Teorema
della Fetta permette anche di descrivere l’azione locale di G.

A questo scopo, apriamo ora una parentesi, ricordando alcuni fatti ben noti sui
fibrati associati a fibrati principali (vedi e.g. [KoNo]). Se G è un gruppo di Lie, H
un sottogruppo chiuso di G e Y una varietà su cui H agisce a sinistra, è possibile
definire una azione di H sul prodotto G × Y nel modo seguente: basta porre per
ogni (g, y) ∈ G × Y e h ∈ H,

h((g, y)) = (gh, h−1y).

Denoteremo con G ×H Y la varietà quoziente di G × Y per l’azione di H, che è
usualmente chiamata prodotto fibrato. È ben noto che G opera su G×H Y a destra
e che la proiezione naturale p : G ×H Y → G/H è una fibrazione con fibra Y .

Abbiamo allora la seguente:
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Proposizione 1.5. Se S è una fetta Gp-invariante centrata in p, esiste un
intorno Up di p, un intorno V dell’identità in G ed un diffeomorfismo V-equivariante

ϕ : Up → G ×Gp S .

Dimostrazione. Sia Up un aperto diffeomorfo a U(p)×S come osservato prece-
dentemente e sia ϕ′ : U(p) × S → G ×Gp S il diffeomorfismo

ϕ′(gGp, q) = [(g, p)] .

Dal momento che il differenziale ϕ′
∗ in (p, p) è di rango massimo, si può supporre

Up diffeomorficamente immerso in G ×Gp S. Il resto della dimostrazione è lasciata
come esercizio al lettore. �

Il seguente corollario è di notevole importanza e verrà spesso utilizzato in seguito.

Corollario 1.6. Per ogni m ∈ M esiste un intorno G-stabile Um di m tale
che per ogni y ∈ Um il sottogruppo di isotropia Gy è coniugato ad un sottogruppo
di Gm.

Dimostrazione. Consideriamo come intorno di m l’aperto G-stabile GS, dove
S è una Gm-fetta. Se y ∈ GS con y = gs, allora Gy è coniugato a Gs; inoltre, dalla
proprietà (b) della Definizione 1.3, segue che Gs ⊆ Gm, da cui la tesi. �
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§2. Struttura differenziale delle orbite e proprietà topologiche dello
spazio delle orbite.

Tramite il teorema della fetta, dimostrato nella sezione precedente, è ora possibile
analizzare con una certa facilità le proprietà topologiche dello spazio delle orbite
Ω ∼= M/G, in caso di azioni proprie.

Sappiamo inoltre, dalle osservazioni prima della Proposizione 1.5, che esiste una
base di aperti per M , ciascuno diffeomorfo al prodotto cartesiano fra una fetta ed
un aperto di un orbita G(p). Pensiamo perciò utile porre a confronto in una stessa
sezione la natura differenziale delle orbite, da un lato, e dello spazio delle orbite,
dall’altro. Cominciamo con le orbite.

In generale, le orbite G(m) in M non godono di proprietà come quella di essere
sottoinsiemi chiusi o sottovarietà propriamente immerse in M . Anzi, la topologia
indotta da M su un’orbita G(m) può essere molto lontana da quella delle varietà
differenziabili.

Un’esempio fra i più semplici può essere il seguente: si consideri il toro Tn ∼=
Rn/Zn e un sottogruppo ad un parametro exp(tX) = (t, α1t, . . . , αn−1t)modZn che
sia denso in Tn. Se definiamo l’azione Θ di R su Tn data da

Θ(t, q) = [(t, α1t, . . . , αn−1t) + (q1, . . . , qn)]modZn ,

abbiamo che tutte le orbite sono dense in Tn e che nessuna di queste risulta essere,
nella topologia indotta, neppure localmente connessa.

Comunque, se per il momento si trascura la topologia indotta, ogni orbita G(p) è
rappresentabile come l’immagine di una immersione in M di una varietà omogenea.
Infatti, abbiamo la seguente proposizione, la cui dimostrazione procede seguendo
esattamente le stessa argomentazioni utilizzate per dimostrare il Teorema I.6.6.

Proposizione 2.1. Sia G un gruppo di Lie che agisce effettivamente su M e sia
H = Gp il sottogruppo di isotropia di un punto p e G(p) l’orbita di p. L’applicazione

ı : G/H → M

ı(gH) = Θ(g, p)

è una immersione di G/H in M , la cui immagine coincide con G(p).

Com’è noto, una immersione ϕ : N → M viene detta immersione regolare se ϕ
è un omeomorfismo fra N e ϕ(N), dove su ϕ(N) si considera la topologia indotta
da M . In tal caso ϕ(N) è detta una sottovarietà regolare di M .

Il seguente teorema fornisce le condizioni necessarie e sufficienti affinchè un’orbita
G(p) sia una sottovarietà regolare e quindi identificabile con uno spazio omogeneo
anche nella topologia indotta.
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Teorema 2.2. Un orbita G(p) è una sottovarietà regolare di M se e solo se è
localmente chiusa in M , e cioè se e solo se G(p) è un sottoinsieme relativamente
chiuso in un opportuno insieme aperto E ⊃ G(p).

Dimostrazione. È noto che ogni sottovarietà regolare è necessariamente local-
mente chiusa.

Viceversa, se G(p) è localmente chiusa, la topologia indotta da M su G(p) è
localmente compatta ed è a base numerabile, ed è quindi la topologia di uno spazio
di Baire.

Si consideri ora l’applicazione θ
def= Θ|G×G(p), data dalla restrizione della azione

Θ: G × M → M . La dimostrazione è conclusa osservando che θ è una appli-
cazione continua e che, dal momento che le stesse argomentazioni utilizzate per la
dimostrazione della Proposizione I.6.6 valgono nelle ipotesi attuali, l’applicazione
data dalla Proposizione 2.1

ı : G/H → G(p)

ı(gH) = θ(g, p)

è un omeomorfismo. �

Segue subito il seguente corollario.

Corollario 2.3. Se il gruppo G è compatto, tutte le orbite G(p), p ∈ M , sono
sottovarietà regolari di M .

Dalla Proposizione 2.1 e dalle proprietà delle immersioni, si ha che ogni punto
m di un’orbita G(p) ammette un intorno Um tale che la componente connessa Sm

di G(p)∩Um passante per m è una sottovarietà regolare ed è una sottovarietà inte-
grale della distribuzione (non necessariamente regolare) data dalle trasformazioni
infinitesime di GΘ. È evidente che la dimensione di Sm coincide con la dimensione
di G/Gp ed è chiamata la dimensione dell’orbita G(p). Analogamente, verrà detta
codimensione dell’orbita G(p) la differenza fra la dimensione n di M e dell’orbita
G(m).

Continuiamo ora con lo studio del cosiddetto spazio delle orbite Ω = M/G,
ovvero lo spazio quoziente, le cui classi di equivalenza sono esattamente le orbite
per l’azione di G. Nel seguito, indicheremo con π la proiezione π : M → M/G = Ω.

Come primo passo, consideriamo su Ω la topologia quoziente ed automaticamente
l’applicazione π risulta essere continua. Ma π è anche aperta: infatti, se A ⊂ M
è aperto, allora π−1(π(A)) =

⋃
g∈G gA che è aperto in M . Ne segue che, con la

topologia quoziente, Ω è a base numerabile.
Il seguente Lemma dimostra la proprietà di Hausdorff per lo spazio topologico

Ω nel caso delle azioni proprie.
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Lemma 2.4. Se l’azione di G su M è propria, allora lo spazio delle orbite Ω è
di Hausdorff.

Dimostrazione. Basta verificare che l’insieme

R = { (x, g(x)) ∈ M × M ; x ∈ M , g ∈ G }

è chiuso in M×M . Infatti, se (xn, gn(xn)) ∈ R è una successione convergente ad un
punto (x, y), scegliamo due intorni Ux e Uy di x e y, rispettivamente, in modo che
G(Ux, Uy) sia relativamente compatto in G. Definitivamente la successione {gn}
appartiene a G(Ux, Uy) e quindi possiede una sottosuccessione convergente, che
continueremo a chiamare {gn}. Se limn→∞ gn = g, allora y = limn→∞ gn(xn) =
g(x) e quindi (x, y) ∈ R. �

Come corollario di questo fatto abbiamo che, se l’azione è propria, da una parte,
tutte le orbite G(m), m ∈ M , sono chiuse, e ogni orbita è una sottovarietà regolare
di M ; dall’altra parte, lo spazio delle orbite è uno spazio T2.

Vogliamo provare ora il seguente:

Lemma 2.5. Se l’azione di G su M è propria, allora lo spazio delle orbite Ω è
localmente compatto.

Dimostrazione. Sia π(x) un punto qualunque di Ω e consideriamo una fetta G-
invariante S in M passante per p. Abbiamo subito che π(S) è un aperto di Ω perchè
GS è aperto in M . Inoltre, se riprendiamo le notazioni della dimostrazione del Teo-
rema 1.4 e ricordiamo che S = expx(D(r)), per una palla D(r) in Rn−dim G/Gx , di
raggio r sufficientemente piccolo, abbiamo che la chiusura S coincide con expx(D(r))
ed è quindi compatto. Ne segue che π(S) fornisce un intorno relativamente com-
patto di π(x) in Ω. �

Essendo Ω di Hausdorff, a base numerabile e localmente compatto, segue imme-
diatamente che

Corollario 2.6. Se l’azione di G su M è propria, allora lo spazio delle orbite
Ω è paracompatto e quindi normale.
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§3. Azioni proprie ed azioni isometriche.

Sia (M,g) una varietà Riemanniana. Abbiamo già visto che il gruppo delle
isometrie I(M,g), dotato della topologia compatta aperta, ammette una struttura
di gruppo di Lie rispetto alla quale l’applicazione

Θ: I(M,<,>) × M → M

Θ(g,m) = g(m)

è una azione, secondo la definizione I.1.1. Questa azione risulta essere anche propria.
Più precisamente:

Proposizione 3.1. Sia G ⊂ I(M,g) un sottogruppo chiuso del gruppo delle
isometrie. Allora, l’applicazione

Θ : G × M → M × M

(g,m) �→ (g(m),m)

è un’azione propria.

Dimostrazione. È chiaro che basta provare che Φ−1(K × L) è compatto per
ogni scelta di compatti K,L di M . Poichè G × M è metrizzabile, proveremo che
Φ−1(K × L) è compatto per successioni. Sia pertanto {(gn,mn)} ⊂ Φ−1(K × L);
poichè L è compatto, possiamo supporre che la successione {mn} sia convergente ad
un punto mo ∈ L e proviamo che la successione {gn(mo)} è convergente; per fare ciò
possiamo affidarci alla stessa tecnica usata in un certo punto della dimostrazione del
Lemma II.4.6: si dimostra prima che la successione è di Cauchy e poi che appartiene
definitivamente ad un compatto di M , ottenendo cos̀ı la sua convergenza.

Si ricordi ora che un classico risultato sulle isometrie di uno spazio metrico com-
patto (vedi Lemma 3 in [KoNo], vol I, p. 47) afferma che se {gn} è una successione
di isometrie tali che {gn(a)} converge per un punto a ∈ M allora esiste una sot-
tosuccessione {gnk

} convergente su tutti i punti m ∈ M . Dal Lemma II.2.5, segue
allora che {gnk

} converge uniformemente sui compatti ad una isometria e da questo
la tesi. �

Osservazione 3.2. Si noti che se il gruppo G non è chiuso in I(M,g), allora
l’azione non è necessariamente propria. Si consideri, ad esempio, la varietà M =
GL(2, C) munita di una metrica invariante a sinistra. Per ogni α ∈ R, il gruppo Z
ammette una azione Θα su M del tipo

Θα(k,A) = A ·
(

ei2πkα 0
0 ei2πkα

)
.

Ogni azione Θα è isometrica, ma non ammette orbite chiuse se α /∈ Q ed in tal
caso non è propria. In effetti, la realizzazione di Z come sottogruppo di isometrie
di GL(2, C) è chiusa se e solo se α ∈ Q.

Dimostriamo ora il seguente teorema (vedi [Ale2], [Pal1]):
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Teorema 3.3. Sia G un gruppo di Lie che agisce propriamente su M e sia
U = {Uα}α∈I un ricoprimento aperto dato da aperti Uα invarianti per l’azione di
G. Esiste una partizione dell’unità {ϕj}j∈J subordinata al ricoprimento U (ovvero
con supp ϕj ⊂ Uα(j) per una opportuna corrispondenza j �→ α(j)) consistente di
funzioni G-invarianti e tali che gli insiemi

Wi
def= π({ϕi ≡ 1}) ⊂ M/G

sono compatti.

Dimostrazione. Poichè Ω = M/G è paracompatto e localmento compatto,
possiamo, a meno di raffinamenti, supporre che il ricoprimento U sia localmento
finito e dato da aperti del tipo π−1(Vα) con Vα relativamente compatti in Ω. Usando
il fatto che π è aperta e surgettiva, esistono compatti Kα ⊂ M tali che π(Kα) = V α

e degli intorni relativamente compatti Lα di Kα. Prendiamo ora degli aperti {Wα}
in Ω tali che Wα ⊂ Vα: esistono perché Ω è normale.

Poniamo allora U ′
α = π−1(Vα) ∩ Lα e W ′

α = π−1(Wα) ∩ Kα. Si osservi che
W ′

α ⊂ U ′
α è compatto e che esistono funzioni continue fα liscie, non negative con

suppfα ⊂ U ′
α e che valgono identicamente 1 su W ′

α. Per ogni indice α, possiamo
costruire una funzione f∗

α che sia G-invariante come segue: per x ∈ G(suppfα)

f∗
α(x) =

∫
G

fα(gx)dµ(g),

dove µ è una misura invariante a sinistra su G. Tale definizione ha senso in quanto
il supporto Fα di fα è compatto e G({x}, Fα) ha chiusura compatta in G, grazie
all’ipotesi di azione propria.

Abbiamo allora che π−1(Wα) ⊂ suppf∗
α ⊂ Uα con Uα = G(U ′

α) e, poichè
{π−1(Wα)} è un ricoprimento di M e {Uα} è localmente finito, le funzioni ϕα =
f∗

α/
∑

α f∗
α forniscono la partizione desiderata. �

Il teorema precedente, di carattere alquanto tecnico, permette di dimostrare
facilmente il seguente risultato, che caratterizza completamente le azioni proprie.

Teorema 3.4. Se G agisce propriamente su M , esiste una metrica Riemanni-
ana su M che sia G-invariante. Tale metrica può essere scelta completa.

Dimostrazione. Per ogni m ∈ M , indichiamo con Sm la Gm- fetta, la cui
esistenza è garantita dal Teorema 1.4. È chiaro che {GSm}m∈M fornisce un ri-
coprimento aperto di M dato da aperti G-invarianti. Vogliamo ora costruire una
metrica Riemanniana G-invariante su ogni aperto GSm. Sia V la restrizione del
fibrato tangente TM alla sottovarietà Sm e ricordiamo che il gruppo compatto Gm

agisce su Sm; possiamo allora costruire una metrica Riemanniana h(m) lungo le
fibre di V che sia Gm invariante. Se prendiamo un punto gs ∈ GSm e due vettori
tangenti u, v ∈ TgsM , possiamo porre

k(m)(u, v) = h(m)(g−1
∗ (u), g−1

∗ (v)).
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La definizione di k(m) non dipende dalla seclta di g ∈ G: infatti, se gs = g1s1 per
qualche g1 ∈ G, s1 ∈ Sm, allora per la proprietà (b) delle fette, g−1

1 g ∈ Gp e, poichè
h(m) è Gp-invariante, la metrica k(m) è ben definita su GSm e G-invariante.

Per il Teorema 3.3, possiamo trovare una partizione dell’unità {ϕα} subordi-
nata al ricoprimento {GSm}m∈M e la metrica g =

∑
α ϕα · k(m(α)) è la metrica

Riemanniana voluta.
Vogliamo ora provare che possiamo scegliere f : M → R+ di classe C∞ e G-

invariante tale che f2 · g risulti completa.
Vediamo quali sono le condizioni su f perchè f2 · g risulti completa, seguendo

l’approccio di Nomizu e Ozeki ([NoOz]). Per ogni x ∈ M indichiamo con r(x)
l’estremo superiore dei numeri positivi r tali che la palla

B(x, r) = {y ∈ M ; d(x, y) < r}

sia relativamente compatta, dove abbiamo denotato con d la distanza indotta dalla
metrica g. Si osservi che se risultasse r(xo) = ∞ per qualche punto xo, allora la va-
rietà M risulterebbe essere compatta e conseguentemente la metrica g risulterebbe
essere di già completa. Possiamo cos̀ı supporre che r(x) assuma un valore finito per
ogni x ∈ M . È poi chiaro che per ogni coppia di punti x e y in M , se y ∈ B(x, r(x)),
allora r(y) ≥ r(x) + d(x, y). Questo implica che

|r(x) − r(y)| ≤ d(x, y) . (3.1)

A questo punto, affermiamo che la metrica f2 ·g è completa se la funzione f soddisfa
la condizione

f(x) ≥ 1
r(x)

(3.2)

per ogni x ∈ M . Per dimostrare questa affermazione, basta far vedere che, se d′

denota la distanza indotta da f2 ·g, per ogni x ∈ M risulta che la palla B′(x, 1/3) =
{y ∈ M ; d′(x, y) < 1/3} è contenuta in B(x, r(x)/2) e quindi è relativamente
compatta. Scegliamo allora un punto y ∈ M con d(x, y) ≥ r(x)/2 e prendiamo una
qualunque curva differenziabile a tratti γ : [a, b] → M con γ(a) = x, γ(b) = y. La
lunghezza L di γ rispetto alla metrica g è data da

L =
∫ b

a

g(
dγ

dt
,
dγ

dt
)dt .

Se valutiamo ora la lunghezza L′ di γ rispetto alla metrica f2 · g, abbiamo, per il
teorema del valor medio,

L′ =
∫ b

a

f(γ(t))g(
dγ

dt
,
dγ

dt
)dt = f(γ(c))L,

per qualche c ∈ (a, b). Ne segue che se f soddisfa la condizione (3.2) abbiamo che

L′ ≥ L

r(γ(c))
.
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Inoltre, per la (3.1), r(γ(c)) ≤ r(x) + d(x, r(γ(c)) ≤ r(x) + L e si ha perciò che

L′ ≥ L/(r(x) + L) .

Infine, poichè r(x) ≤ 2L, abbiamo che L′ ≥ 1/3 e quindi d′(x, y) ≥ 1/3, come
volevasi dimostrare.

In conclusione, ci siamo ricondotti a dover costruire una funzione f : M →
R+ che sia liscia, G-invariante e tale che f(x) ≥ r(x)−1 per ogni x ∈ M . Dal
Teorema 3.3, prendiamo un ricoprimento di aperti Uα G-invarianti e sia {hi} una
corrispondente partizione dell’unità di funzioni G-invarianti e con hi(x) = 1 per
ogni x ∈ π−1(W i), con W i compatto in Ω. Siano poi

ri = inf{r(x) : x ∈ π−1(W i)} .

Essendo la funzione r(x) G-invariante e strettamente positiva, si ha che ri è stret-
tamente positiva perché W i è compatto. Ne deriva che la funzione

f(x) =
∑

x∈supphi

hi

ri

soddisfa alle proprietà richieste e questo conclude la dimostrazione. �
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§4. Intorni Tubolari e Tubi Lineari.

Sia G un gruppo di Lie che agisce propriamente su una varietà M ; abbiamo visto
che possiamo sempre costruire una metrica Riemanniana g completa su M che sia
G-invariante. L’esistenza di tale metrica G -invariante permette di considerare per
ogni orbita F = G(m) , m ∈ M , (che sappiamo essere una sottovarietà chiusa) il
corrispondente fibrato normale N(F ), ovvero il fibrato su F definito come

N(F ) =
⋃

y∈M

Ny(F )

Ny(F ) = (TyF )⊥ = {v ∈ TyM : g(v, TyF ) = 0 } .

In questo paragrafo, vogliamo mostrare come questo fibrato normale N(F ) sia di
fatto una G-varietà e che l’azione di G su N(F ) sia equivalente all’azione di G su
un opportuno intorno dell’orbita F considerata.

Si è detto che il gruppo G agisce in modo naturale su N(F ). Infatti, per ogni
g ∈ G, è possibile definire l’azione ĝ di g su N(F ) come segue:

ĝ(v) def= g∗|π(v)(v). (4.1)

dove π : N(F ) → F è la proiezione di fibrato. È chiaro che ogni ĝ è un diffeo-
morfismo di N(F ), che manda fibre in fibre e tale che la metrica g lungo le fibre
di N(F ) è mantenuta invariante da ogni ĝ. Inoltre, poichè (M,g) è completa,
possiamo considerare l’applicazione

Exp : N(F ) → M

v �→ expπ(v)(v) .

Segue immediatamente dalle definizioni che, per ogni g ∈ G,

g ◦ Exp = Exp ◦ ĝ. (4.2)

Prendiamo ora un punto m ∈ F e si considerino i differenziali Expm∗|Tm(F ) e
Expm∗|N(F )m

. Dal momento che sono entrambi l’identità nel punto m, esiste un
intorno Um ⊂ N(F ) tale che Exp sia un diffeomorfismo di Um su un aperto di M
contenente m.

Prendiamo ora un numero reale r > 0 tale che l’insieme

Br = {v ∈ N(F )m; g(v, v) < r2}

sia contenuto in Um e definiamo l’insieme Ar

Ar = {v ∈ N(F ) ; gπ(v)(v, v) < r2} .
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In primo luogo, è chiaro che Ar è G invariante, dal momento che

Ar = G · Br =
⋃

g∈G

ĝ · Br .

In secondo luogo, abbiamo anche che Exp|Ar è un’immersione. Per dimostrarlo,
consideriamo un qualunque v ∈ Ar e sia g ∈ G tale che g(π(v)) = m. Segue allora
dalla (4.2) che

g∗ ◦ Expv∗ = Expĝ(v)∗ ◦ ĝ∗|v. (4.3)

D’altra parte ĝ(v) ∈ Br ⊂ Um e poichè Expw∗ è invertibile in ogni punto w di Um,
segue che il lato destro della (4.3) rappresenta una applicazione invertibile e che
quindi anche Expv∗ è invertibile.

Vogliamo ora provare che esiste un valore di r sufficientemente piccolo, tale per
cui ExpAr risulti essere un diffeomorfismo sull’immagine (aperta) in M . Avendo
già visto che Exp|Ar è un diffeomorfismo locale sull’immagine, basta provare che è
iniettiva.

Supponiamo, per assurdo, che per ogni n ∈ N, l’applicazione Exp|A1/n
non sia

iniettiva. Esisterebbero allora due successioni di punti {vn} e {wn} tali che

vn �= wn ∈ A1/n

e
Exp(vn) = Exp(wn)

per ogni n ∈ N. Scegliendo una successione gn ∈ G tale che gn(π(vn)) = m,
possiamo sempre supporre che tutti i vn appartengono ad N(F )m e che quindi

lim
n→∞

Exp(vn) = m = lim
n→∞

Exp(wn)

Sia ora d la distanza indotta dalla metrica g e osserviamo che, se poniamo yn =
π(wn),

d(yn, Exp(wn)) = d(yn, expyn(wn)) ≤ 1
n

.

Possiamo ora scegliere un δ > 0 tale che l’insieme

C = {v ∈ N(F ); d(m,π(v)) < δ, g(v, v) < δ2}

sia interamente contenuto in Um; poichè

d(m, yn) ≤ d(m,Exp(wn)) + d(yn, Exp(wn))

si ha che
lim

n→∞
d(m, yn) = 0,

e che quindi, definitivamente, la successione {wn} è contenuta in C. D’altra parte
Exp è iniettiva su Um e poichè anche la successione {vn} appartiene definitivamente
a Um, otteniamo che per n sufficientemente grandi vn = wn: contraddizione.
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Abbiamo cos̀ı dimostrato l’esistenza di un numero reale r tale che Exp|Ar sia
un diffeomorfismo fra Ar e l’immagine T(F ) = Exp(Ar). L’insieme T(F ) è dunque
un’intorno aperto G- invariante di F : lo chiameremo un intorno tubolare dell’orbita
F = G(m) o, più semplicemente, tubo.

Un’essenziale proprietà di ogni intorno tubolare T(F ) = Exp(Ar) è che risulta
sempre essere G-equivalente ad N(F ). Basta infatti considerare l’applicazione ψ :
N(F ) → Ar data da

ψ(v) =
rv

1 + g(v, v)1/2
.

Se si pone ΦF = Exp ◦ ψ : N(F ) → M , abbiamo che ΦF è un diffeomorfismo
G-equivariante fra N(F ) e T(F ), che realizza la loro equivalenza.

Abbiamo quindi la possibilità di descrivere l’azione di G su T(F ) riducendosi a
studiare la corrispondente azione su N(F ).

Infine, si osservi che, per ogni punto y ∈ F , la (4.1) definisce un’azione del
gruppo compatto Gy su Ny(F ), detta in generale rappresentazione lineare di ”slice”.
Fissato un punto mo ∈ F , ricordando la definizione di prodotto fibrato (vedi §1.) è
facile controllare che, se si pone Y = Nmo(F ), l’applicazione

ı : G ×Gm Y → N(F )

ı([(g, v)]) = ĝ(v),

è un diffeomorfismo G-equivariante.
Possiamo riassumere questo risultato nel seguente enunciato, comunemente noto

come Teorema del Tubo.

Teorema 4.1. Se l’azione di G su M è propria, per ogni m ∈ M , esiste un
intorno T(F ) dell’orbita F = G(m) ed un diffeomorfismo

Ψ: G ×Gm Y → T(F )

(con Y = Nm(F )) che è G-equivariante.

Nel seguito chiameremo la coppia (G ×Gm Y,Ψ) tubo lineare intorno all’orbita
F .
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§5. Tipi di orbite.

Definizione 5.1. Consideriamo un’azione propria di un gruppo di Lie G su M
e indichiamo con TG l’insieme delle classi di coniugio dei sottogruppi compatti di
G, ovvero le classi di equivalenza date dalla la relazione fra sottogruppi compatti

H ∼ H ′ ⇔ H = gHg−1 g ∈ G .

Per ogni punto m ∈ M , chiameremo il tipo d’orbita di m la classe di equivalenza
[Gm] ∈ TG del sottogruppo di isotropia Gm. Infine indicheremo con TM il sottoin-
sieme di TG costituito da tutti i tipi d’orbita dei punti di M .

È chiaro che due punti della stessa orbita hanno sempre lo stesso tipo d’orbita,
mentre è un facile esercizio verificare che due punti x, y appartenenti a due or-
bite distinte hanno lo stesso tipo d’orbita se e solo se esiste un diffeomorfismo
G-equivariante fra le due orbite

φ : G(x) ∼= G/Gx → G(y) ∼= G/Gy .

Per ogni t ∈ TM , denoteremo con M(t) l’insieme dei punti di M il cui tipo d’orbita
è t. È chiaro che M(t) è un sottoinsieme di M G-invariante.

Richiamiamo ora alcune proprietà dell’insieme TG. Come prima cosa, si osservi
che è possibile munire TG di una relazione d’ordine parziale nel modo seguente: per
ogni coppia t, t′ ∈ T , poniamo

t � t′ se e solo se esiste H ∈ t, H ′ ∈ t′ tali che H ′ ⊆ H.

La verifica che ”�” è una relazione che soddisfa le proprietà riflessiva e transitiva è
ovvia. Per affermare che è un’ordine parziale bisogna dimostrare che vale anche la
proprietà antisimmetrica, e cioè che se t � t′ e t′ � t, allora t = t′. Ciò è contenuto
nel seguente Lemma.

Lemma 5.1. Sia H un sottogruppo compatto di G e sia g ∈ G tale che gHg−1 ⊆
H. Allora H = gHg−1.

Dimostrazione. Consideriamo l’automorfismo τg di G dato dall’operazione di
coniugio per l’elemento g: poichè τg trasforma H in sè, l’isomorfismo lineare dτg|e
trasforma l’algebra di Lie di H in sè e quindi τg trasforma la componente connessa
dell’identità Ho in se stessa.

Ne segue anche che τg trasforma ogni componente connessa di H su un’altra
componente connessa di H e questo significa che se C denota l’insieme delle com-
ponenti di H, τg induce un’applicazione iniettiva di C in sè. Essendo H compatto,
C è un insieme finito e quindi τg, come applicazione iniettiva di C in sè, è anche
necessariamente surgettiva. Segue dunque che τg(H) = H. �

Affermiamo che la relazione � gode della proprietà che una qualunque catena

. . . tq � tq+1 � tq+2 � . . .
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di elementi di TG è stazionaria, ovvero esiste un intero N ∈ Z tale che tn = tn+1 per
ogni intero n ≥ N . Infatti, ad ogni catena corrisponde una successione decrescente
di sottogruppi compatti {Hn}, le cui algebre di Lie hanno dimensione non crescente.
Quindi per n grande Ho

n = Ho
n+1 e poichè, per gli stessi interi, anche la successione

degli indici (Hn : Ho
n) è non crescente, la successione {Hn} è necessariamente

stazionaria, cos̀ı come pure la catena.
Da questa proprietà segue che sia l’insieme TG che l’insieme TM dei tipi d’orbita

possiedono almeno un elemento massimale. Vedremo in seguito il significato geo-
metrico per un elemento τ ∈ TM di essere massimale e proveremo, tra l’altro, che
esiste sempre in TM un unico elemento massimale, che rappresenta il più grande
elemento di TM .

Osservazione 5.2. È un facile esercizio verificare che, date due orbite G(m),
G(m′) con tipi t e t′ rispettivamente, condizione necessaria e sufficiente affinchè sia
t � t′ è che esista una submersione G-equivariante φ : G(m′) → G(m).

Dal Corollario 1.7, segue immediatamente la seguente importante

Proposizione 5.3. L’applicazione che a ciascun punto di M associa il tipo
d’orbita, possiede la seguente proprietà di semicontinuità: se m ∈ M ha tipo d’orbita
t, esiste un intorno aperto G-invariante Um di m tale che ogni punto di U abbia
tipo d’orbita � t.

Veniamo ora al principale risultato di questa sezione.

Teorema 5.4. Supponiamo che lo spazio delle orbite Ω = M/G sia connesso.
Allora l’insieme TM possiede un unico elemento massimo τ . Inoltre l’insieme M(τ)

è aperto e denso in M e M(τ)/G è connesso.

Dimostrazione. Cominciamo con il ricordare che TM possiede almeno un ele-
mento massimale τ e che M(τ) è aperto per la Proposizione 5.3.

Dimostreremo l’asserto per induzione sulla dimensione di M . Il caso dim M = 0
è banalmente verificato. Inseriamo a questo punto il seguente lemma.

Lemma 5.5. Supponiamo che il Teorema 5.4 sia valido per ogni dimensione
strettamente minore di n = dimM e sia A ⊂ M(τ) un insieme G-invariante aperto
e chiuso nella topologia di M(τ). Allora A è denso in M .

Dimostrazione. Sia x ∈ A e consideriamo il tubo lineare T = (G ×Gx V, Ψ)
attorno all’orbita G(x), indicando con T la sottovarietà Ψ(G×Gx V ). Identifichiamo
lo spazio vettoriale V con Tx(G(x))⊥ ed il punto x con il punto [(e, 0)] di G×Gx V .
Per dimostrare che A è denso in M è sufficiente dimostrare che A ∩ T è denso in
T per ogni x ∈ A. Non c’è dunque alcuna perdita di generalità se, per comodità,
sostituiamo tutta la varietà M con il tubo T. Distinguiamo ora due casi:

(i) H = Gx opera banalmente su V : in tale caso T ∼= G/H × V e M(τ)/G =
T/G ∼= V , che è connesso; inoltre A/G è aperto e chiuso in T/G e quindi A/G =
T/G. Poichè A è G-invariante, A = T.
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(ii) H = Gx opera in modo non banale su V . In tal caso consideriamo la sfera
unitaria S in V e notiamo che S/H è connesso (se dim S ≥ 1 è ovvio; se dim S = 0,
S è costituita da due punti, ma H opera in modo non banale e quindi S/H è dato
da un sol punto). Prendiamo ora Y = Ψ(G ×H S), che è una sottovarietà di M
G-invariante, chiusa in M , di codimensione 1 e tale che il quoziente Y/G ∼= S/H sia
connesso. Per l’ipotesi induttiva, esiste un unico tipo di orbita θ, che sia massimo
nell’insieme dei tipi d’orbite TY su Y e tale che Y(θ) sia un aperto denso in Y con
Y(θ)/G connesso.

Consideriamo ora l’azione di R+ su M = T indotta dall’omotetia definita su
G × V :

(g, v) �→ (g, λv)

per ogni λ ∈ R+. Notiamo che due punti di M = T che si corrispondono per una
trasformazione di questo tipo hanno lo stesso tipo d’orbita. Perciò M(θ) contiene
R+Y(θ) che è un aperto denso di M = T. Poichè sappiamo già che M(τ) è aperto,
abbiamo che M(τ) interseca M(θ) e quindi θ = τ . Ne segue che M(τ) è denso in M .

Notiamo ora che M(τ)/G contiene come aperto denso l’insieme (R+Y(θ))/G, il
quale, essendo omeomorfo a R+ × (Y(θ)/G), è connesso. Allora anche M(τ)/G è
connesso avente come sottoinsieme A/G, il quale è per ipotesi aperto e chiuso in
M(τ)/G. Pertanto A = M(τ) ed è quindi denso in M . �

Dal Lemma 5.5 segue immediatamente che M(τ) è denso in M . Per dimostrare
poi che M(τ)/G è connesso, consideriamone un qualunque sottoinsieme aperto e
chiuso Ã e sia A = π−1(Ã). Per il Lemma 5.5, la chiusura di A coincide con tutto
M e quindi A = M(τ); ne segue che M(τ)/G è connesso.

Infine, poichè M(τ) è denso, per la Proposizione 5.3, l’elemento τ è un unico
massimo in TM . �
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§6. Orbite regolari, singolari ed eccezionali.

Poniamo ora la seguente

Definizione 6.1. Un punto x ∈ M il cui tipo d’orbita è l’elemento massimo τ
dato dal Teorema 5.4, è chiamato punto regolare o principale e la sua orbita una
orbita regolare o principale. L’insieme aperto dei punti regolari è denotato con Mreg

e un punto che non sia regolare è detto singolare.

È chiaro che un’orbita regolare ha dimensione massima possibile d; chiameremo
la codimensione k = dim M − d la coomogeneità dell’azione di G su M , indicata
con chm(M,G).

Se x e y sono due punti, uno regolare e l’altro singolare, Gx è coniugato ad un
sottogruppo H di Gy e quindi l’applicazione naturale p : G(x) = G/Gx → G/H =
G(y) è una fibrazione con fibra Gy/H. Se l’orbita di un punto singolare y ha
dimensione d, si dice che il punto y è singolare eccezionale: in tal caso, la proiezione
suddetta p è un rivestimento finito.

Osservazione 6.2. Nel caso delle azioni proprie, dire che la coomogeneità è
nulla corrisponde ad affermare che l’azione è transitiva se M è connessa. Infatti,
G agisce come gruppo di isometrie per una metrica Riemanniana e la sottovarietà
aperta M(τ), essendo omogenea, è completa e pertanto anche chiusa in M ; ne segue
che coincide con M .

Se però l’azione non è propria, ciò non è più vero, ovvero esistono azioni (non
complete) con un orbita aperta densa (per il caso di azioni con orbite aperte dense
su varietà complesse, si veda e.g. [HuSn]).

Un importante criterio per la verifica della regolarità di un punto è fornita dalla
seguente

Proposizione 6.3. Un punto x ∈ M è regolare se e solo se la rappresentazione
lineare di ”slice” di Gx su V = TxG(x)⊥ è banale. Inoltre se l’azione di G è
effettiva, l’azione di G su G(x) è effettiva.

Dimostrazione. Se x è un punto regolare e se (G ×Gx V, Ψ) è il tubo lineare
attorno a G(x), prendiamo un punto z ∈ V (dove abbiamo identificato come al
solito z = [(e, z)]): il sottogruppo di isotropia Gz coincide con {h ∈ Gx; h(z) = z}
e, poichè il tipo d’orbita di x è massimo, Gz = Gx, ovvero Gx fissa ogni punto di
V .

Viceversa, se Gx fissa V , prendiamo un punto z ∈ Mreg ∩ Ψ(G ×Gx V ). Non c’è
perdita di generalità nell’assumere z ∈ V . Ma allora Gx = Gz e quindi x ha lo
stesso tipo d’orbita di z.

Inoltre, se h ∈ G agisce banalmente su G(x), allora h ∈ Gx e h∗|x è l’identità su
TxG(x). Per quanto appena dimostrato, h∗|x agisce banalmente anche su TxG(x)⊥

e quindi ha rappresentazione lineare di isotropia banale. Ne segue che h è l’identità
(vedi §I.6.3). �

Vediamo ora degli esempi di azioni e dei corrispondenti tipi di orbite.
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Esempio 6.4. Per l’azione standard di O(n) su Rn, tutte le orbite, tranne
l’origine, sono regolari.

Esempio 6.5. Si consideri lo spazio proiettivo RPn con il rivestimento p : Sn →
RPn. Il gruppo SO(n) agisce sulla sfera come il gruppo delle rotazioni attorno ad
un asse fissato l (poniamo ad esempio l’asse dato dalla retta l = {x2 = x3 = · · · =
xn = 0}) ed induce naturalments un’azione su RPn ∼= Sn/{x �→ −x}. Tale azione
su RPn è di coomogeneità uno ed il sottogruppo di isotropia principale (ovvero di un
punto regolare) è isomorfo a SO(n− 1). Essa ammette il punto p(1, 0, . . . , 0) come
unico punto fisso, che è dunque un’orbita singolare non eccezionale, mentre l’orbita
p(Sn∩ < l >⊥) costituisce un’orbita singolare eccezionale, in quanto, per ogni punto
di quell’orbita , il sottogruppo di isotropia è isomorfo a S({±Id} × O(n − 1)).

Esempio 6.6. Sia G un gruppo di Lie connesso e compatto e si consideri l’azione
di G su se stesso tramite coniugio. Si ha che per ogni x ∈ G, Gx = Z(x), dove
Z(x) è il centralizzatore di x in G. Dalla teoria classica dei gruppi di Lie, si ha che
x è regolare se e solo se Z(x) è un sottogruppo abeliano massimale, ovvero un toro
massimale. Ne segue che la chm(G,G) coincide con il rango del gruppo (cioè la
dimensione di un toro massimale).

Possono anche esistere orbite eccezionali: ad esempio se G = SO(3), l’orbita
per il punto diag(1,−1,−1) è singolare e isomorfa a RP2 (un risultato di Dynkin e
Onishchik ([DyOn]) afferma che esistono orbite eccezionali se e solo se il sottogruppo
dei commutatori non è semplicemente connesso). Torneremo con maggiori dettagli
su tale esempio nel Capitolo IV.

Si noti invece che l’azione di G sulla sua algebra data dalla rappresentazione
aggiunta non possiede mai orbite eccezionali (vedi e.g. [Oni]).

Studiamo ora in maggior dettaglio le proprietà locali degli insiemi M(τ). Lo
strumento fondamentale è costituito dal Teorema del Tubo e fissiamo qui alcune
notazioni. Per ogni punto p ∈ M , porremo V = Tp(G(p))⊥ e useremo il simbolo T
per l’intorno tubolare

T = Ψ(G ×Gp V )

corrispondente al tubo lineare (G ×Gp V, Ψ).
Si osservi che, per costruzione, la sottovarietà

{e} ×Gp V ⊂ G ×Gp V

è una fetta Gp-invariante centrata in [(e, 0)], mentre S = Ψ({e}×Gp V ) è una fetta
centrata in p. Per semplicità, useremo spesso il simbolo V per {e} ×Gp V .

Si consideri ora il fatto che per ogni m ∈ T, esiste un elemento m′ ∈ G(m) ∩ S
tale che Gm′ coincide con il sottogruppo di H = Gp degli elementi che fissano
v = Ψ−1(m′) ∈ V .

Se quindi indichiamo con TT,G l’insieme dei tipi d’orbita dell’azione di G su T e
con TV,H l’insieme dei tipi d’orbita di H su V , abbiamo subito il seguente
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Lemma 6.7. L’applicazione

ıT : TT,G → TV,H

ıT([Gm]) = [GΨ(−1)(m′)] ,

dove m′ ∈ G(m) ∩ S, è biiettiva.

Dimostrazione. Esercizio. �

Il fatto che l’azione di H su V è lineare permette di descrivere la struttura
dell’insieme dei punti di T con un assegnato tipo d’orbita.

Corollario 6.8. Se per ogni tipo d’orbita t ∈ TT,G indichiamo con

T(t) = {m ∈ T \ G(p) : [Gm] = t }

allora T(t) è del tipo
T(t) = Ψ(G(Ct))

dove Ct ⊂ V è un cono privato del vertice.

Dimostrazione. Per il Lemma 6.7, T(t) = Ψ(G(Ct)) dove Ct = {0 �= v ∈ V :
[Gv] = ıT(t) }. Poiché l’azione di H è lineare, l’isotropia in un punto v coincide con
quella di λv per ogni λ �= 0. �

Dalla corrispondenza fra i tipi d’orbita di T e di V possiamo relazionare le
codimensioni delle orbite in T e in V .

Proposizione 6.9. Per ogni q ∈ T la codimensione di G(q) in M è pari
alla codimensione dell’orbita H(v) in V dove v ∈ V è un qualunque elemento in
Ψ−1(G(q) ∩ S). In particolare chm(M,G) = chm(V,H).

Dimostrazione. Sia g l’algebra di Lie di G, h quella di H e sia m un sottospazio
di g complementare ad h. Per qualunque X ∈ g, si indichi con ξX la corrispondente
trasformazione infinitesima su G ×H V . Si noti che per ogni v ∈ V ed ogni X ∈
g, si ha che ξX |v = 0 se e solo se X ∈ h. Pertanto, se {X1, . . . , Xm} è una
base per m, le corrispondenti trasformazioni infinitesime {ξ1, . . . , ξm} sono tali che
hanno valutazioni linearmente indipendenti in ogni v ∈ V e generano un sottospazio
complementare a Tv(H(v)) in Tv(G(v)).

Di conseguenza, per ogni v ∈ V , si ha

dimG(v) = dim m + dimH(v)

e
codimG(v) = dimG/H + dimV − dimG(v) =

= dimV − dimH(v) = codimV H(v) . �

I precedenti Corollario 6.8 e Proposizione 6.9 permettono di ottenere il seguente
teorema.
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Teorema 6.10. Sia t ∈ TM un tipo di orbita singolare. Allora:
a) ogni componente connessa Mo

(t) di M(t) è una sottovarietà regolare di M ;
b) se N ⊂ G è il sottogruppo normale di ineffettività su Mo

(t), l’azione di G/N su
Mo

(t) è propria e di coomogeneità strettamente inferiore a chm(M,G); tutte le orbite
di G in M(t) sono regolari e la proiezione π : M(t) → M(t)/G è una fibrazione.

Dimostrazione. a) Sia p ∈ Mo
(t) e, come al solito, sia H = Gp e T = Ψ(G×HV )

un intorno tubolare di G(p). Per il Lemma 6.7 e il Corollario 6.8, risulta

Mo
(t) ∩ T = Ψ(G(V H))

dove V H indica il sottospazio dei vettori fissi per l’azione di H. Ne segue che,
essendo

G(V H) = G ×H V H ∼= G/H × V H

una sottovarietà regolare di G ×H V , Mo
(t) ∩ T è una sottovarietà regolare di T.

b) Si consideri una metrica Riemanniana G-invariante g su M . È chiaro che
G/N agisce propriamente come gruppo chiuso di isometrie di Mo

(t) con orbite tutte
dello stesso tipo.

Per quanto riguarda la coomogeneità, da (a) segue che, fissato un intorno tubo-
lare T, si ha che

Ψ−1(Mo
(t) ∩ T) ∼= G/H × V H

e quindi chm(Mo
(t), G/N) coincide con dimV H .

Poiché H è compatto, possiamo decomporre V = V H ⊕ W con W sottospazio
H-invariante; si noti che, essendo H isotropia di un punto singolare, W non si
riduce a {0} (vedi Prop. 6.3). Per la Proposizione 6.9, chm(M,G) = chm(V,H) e
d’altra parte

chm(V,H) ≥ chm(V H , H) + chm(W,H) > chm(V H , H) = dimV H ,

da cui la tesi. �

Concludiamo questa sezione studiando la possibile cardinalità dell’inisieme dei
tipi di orbita TM . Abbiamo infatti

Proposizione 6.11. Se G agisce su M propriamente l’insieme TM ha cardi-
nalità al più numerabile. In particolare ha cardinalità finita nei seguenti due casi:

a) M/G è compatto;
b) M è uno spazio vettoriale V di dimensione finita su cui G agisce linearmente.

Dimostrazione. Proveremo l’enunciato per induzione sulla dimensione di M .
Il caso dim M = 0 è banale e quindi supporremo la Proposizione valida in dimen-
sione n−1. Inoltre, poiché la tesi è immediata se G agisce transitivamente, possiamo
supporre che chm(M,G) ≥ 1.

Per dimostrare che TM è numerabile, si osservi che M è ricopribile, per Lindelöff,
da una infinità al più numerabile di intorni tubolari Ti. Si otterrà la tesi se si
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prova che all’interno di ciascun Ti i tipi d’orbita sono in numero finito. Se Ti =
Ψi(G×Hi Vi), per ogni z ∈ Ti del tipo z = [(g, v)], g ∈ G, v ∈ V , il sottogruppo Gz è
coniugato a Gv, il quale a sua volta è un sottogruppo di Hi. Poichè dim Vi < dimM ,
per ipotesi induttiva applicata a (b), segue la tesi.

La dimostrazione della finitezza di TM nell’ipotesi (a) avviene osservando che in
tal caso M è ricopribile da un numero finito di tubi.

Per dimostrare la finitezza di TM nell’ipotesi (b), si osservi che, per linearità, ogni
punto diverso dall’origine ha lo stesso tipo d’orbita della sua proiezione centrale sulla
sfera unitaria S di M ; per ipotesi induttiva nel caso (a), abbiamo la tesi. �

Un risultato profondo di Mann (vedi [Bre]), afferma che i tipi d’orbita sono in
numero finito non appena il gruppo G sia compatto e i gruppi di omologia Hi(M, Z)
siano finitamente generati.

Osservazione 6.12. Si noti che l’ipotesi di azione propria è essenziale nella
dimostrazione della Proposizione 6.11: ad esempio, il gruppo

G = {


 1 a b

0 1 0
0 0 1


 , a, b ∈ R} ⊂ GL(n, R)

agisce su R3 in modo lineare e i sottogruppi di isotropia dei punti del tipo (0, 1, z),
z ∈ R, sono tutti normali in G e quindi appartenenti a classi di coniugio differenti.
Da questo deriva che l’insieme dei tipi d’orbita di questa azione ha cardinalità più
che numerabile.

La finitezza dello spazio dei tipi d’orbita ha importanti conseguenze; conclu-
diamo questa sezione, enunciando un Teorema dovuto a Palais (vedi [Pal1]) che
fornisce condizioni affinchè un G-spazio ammetta un immersione G-equivariante in
uno spazio euclideo.

Teorema 6.13. Sia G un gruppo lineare e sia M una varietà su cui G agisce
propriamente. Se l’insieme dei tipi d’orbita per l’azione di G su M è finito, allora
esiste un’immersione φ : M → EN della varietà in uno spazio euclideo e una
rappresentazione lineare ρ : G → GL(EN ), tale che φ(gx) = ρ(g)(φ(x)) per ogni
x ∈ M e g ∈ G.

Richiamiamo qui il fatto che tale teorema era stato dimostrato precedentemente
da Mostow ([Mos]) nel caso in cui G è compatto. Su questa linea, ci si puó chiedere
quando uno spazio omogeneo G/H Riemanniano ammetta un’immersione isomet-
rica G-equivariante in un opportuno spazio euclideo. La risposta non è sempre
positiva: ad esempio nessuno spazio simmetrico di tipo non compatto ammette
una immersione del genere. Se però G è compatto, la risposta è affermativa, come
provato da Moore ([Moo]).

Esercizi 6.14.
1) Dato G = SO(n) con rappresentazione standard ψn, si trovi chm(R2n, G),

dove G agisce su R2n tramite ψn ⊕ ψn. In particolare si trovino le orbite regolari.
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2) Date due G-varietà M ed N , la varietà M × N è una G-varietà in modo
ovvio. Provare che

chm(M × N,G) ≥ chm(M,G) + chm(N,G) .

3) Sia G = SU(3) che agisce su S7 ⊂ su(3) tramite rappresentazione aggiunta.
Trovare le orbite regolari e le orbite singolari.

4) Sia G = SO(3) e sia V lo spazio delle matrici simmetriche di ordine 3 a
traccia nulla. G opera su V tramite coniugio. Si trovino orbite regolari e singolari
per l’azione di G sulla sfera unitaria di V .

5) Sia M una G varietà. L’azione di G si solleva ad un’azione effettiva su TM .
Provare che chm(TM,G) = 1 se e soltanto se M è uno spazio simmetrico G/H di
rango uno. In particolare, trovare le orbite principali di G = SO(n + 1) su TSn.

6) Sia M una G-varietà orientabile. Provare che se chm(M,G) = 1 allora le
orbite regolari sono orientabili.

7) Sia M una G-varietà Riemanniana. Se H è un sottogruppo di isotropia non
principale e N è una componente di M(H), provare che N è una sottovarietà minima.
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CAPITOLO IV

SOTTOVARIETÀ TRASVERSALI ALLE ORBITE

§1. Le sezioni di una G-varietà.

In questo capitolo indicheremo con (M,g) una varietà Riemanniana completa, su
cui un gruppo di Lie G agisce come gruppo di isometrie e diremo semplicemente che
M è una G-varietà Riemanniana. In questo caso, lo spazio delle orbite Ω = M/G
eredita una struttura di spazio metrico (Ω, d∗), dove, per p, q ∈ Ω

d∗(p, q) = dg(π−1(p), π−1(q)),

π : M → Ω essendo la proiezione canonica.

Definizione 1.1. Si dice sezione di una G-varietà Riemanniana (M,g) una
sottovarietà regolare Σ, connessa e chiusa di M , tale che:

a) Σ interseca ogni orbita di G;
b) per ogni punto x ∈ Σ, l’orbita G(x) è ortogonale a Σ.

Dalla definizione stessa, segue subito che, se Σ è una sezione, per ogni g ∈ G,
anche la sottovarietà g(Σ) è una sezione. Dal momento che G(Σ) = M , l’esistenza
di almeno una sezione Σ implica che è possibile determinare una sezione passante
per qualsiasi punto p ∈ M assegnato. Se esiste almeno una sezione, si dice che M
ammette sezioni .

Vediamo subito alcuni esempi di G-varietà che ammettono sezioni e altre che
non ne ammettono alcuna:

Esempio 1.2. Si consideri il toro T 2 ∼= S1 × S1 e si indichi con X1 il campo
invariante a destra indotto dall’azione di una copia di S1 che agisce su T 2 per
traslazioni sinistre. Scegliamo ora un’altro campo invariante a destra X2, indipen-
dente da X1 e che generi un gruppo ad un parametro non chiuso. Se ora definiamo
una metrica g in modo che i campi X1, X2 risultino una base ortonormale in ogni
punto, è chiaro che S1 agisce isometricamente su T 2 con orbite di codimensione
uno, ma senza sezioni. Infatti se Σ fosse una sezione, dovrebbe essere contenuta
nell’immagine exp(tX2)(p) per un qualche p ∈ T 2 e questa curva, per costruzione,
non è chiusa (anzi è densa). Questo prova anche che in generale non è vero che
azioni di coomogeneità uno ammettono sezioni.

Typeset by AMS-TEX
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Esempio 1.3. Sia G un gruppo compatto connesso che agisce su se stesso tramite
coniugio. Come già visto nell’Esempio III.6.6, l’isotropia Gh (h ∈ G) è il central-
izzatore di h e quindi ha dimensione maggiore o uguale al rango di G che è pari a
chm(G,G). Se inoltre dotiamo G di una metrica biinvariante, G agisce isometrica-
mente.

Vogliamo provare che un qualunque toro massimale T fornisce una sezione per
tale azione. Infatti T interseca ogni orbita: sia h ∈ G e sia T ′ un toro massimale
con h ∈ T ′; poichè T e T ′ sono coniugati, esiste g ∈ G tale che ghg−1 ∈ T , ovvero
T interseca l’orbita per h. Dobbiamo ora verificare che T è ortogonale ad ogni
orbita. Per fare ciò, sia h un elemento qualunque di G e si osservi che per ogni
X ∈ g = Lie(G) l’orbita 1-dimensionale generata dal flusso di X è

exp(tX)h exp(−tX).

Da questa espressione, segue direttamente che lo spazio tangente all’orbita passante
per h è generata dai vettori

dRh(X) − dLh(X),

al variare di X ∈ g. Si osservi ora che se h ∈ T , lo spazio tangente ThT è generato
dai vettori dLh(Y ), con Y nell’algebra di Lie t di T . Perciò, se (, ) indica la metrica
biinvariante, abbiamo che, per ogni X ∈ g

(dRhX − dLhX, dLhY ) = (X, dRh−1dLhY ) − (X,Y ) = 0 ,

poichè Ad(h)(Y ) = Y . In altre parole, ThT è ortogonale a Th(Ad(G)(h)).

Esempio 1.4. L’esempio precedente è un caso particolare del seguente. Sia
M = G/K uno spazio Riemanniano simmetrico. La teoria degli spazi simmetrici è
una fra le aree di studio riguardanti gli spazi omogenei, che sia stata più completa-
mente sviluppata e approfondita. Rimandiamo il lettore interessato al famoso testo
[Hel] di R. Helgason per una descrizione dettagliata dei fatti principali sugli spazi
simmetrici.

Ricordiamo qui solo alcune proprietà, senza darne dimostrazione. Se indichiamo
con g e k le algebre di Lie di G e K, rispettivamente, g possiede un automorfismo
involutorio ∗, in corrispondenza del quale esiste la decomposizione

g = k ⊕ p, (1.1)

dove k coincide con l’insieme dei punti fissi { X ∈ g : ∗X = X}, mentre p = {X ∈
g; ∗X = −X}. Tale decomposizione è Ad(K)-invariante (vedi anche §I.6.2).

Se identifichiamo p con lo spazio tangente TeKG/K, dalla Prop. I.6.16, ogni
metrica Riemanniana G-invariante g su M è univocamente associata ad un prodotto
scalare definito positivo Ad(K)-invariante su p e la corrispondenza è data da g �→
g|p. Inoltre, la suddetta identificazione fornisce una equivalenza tra l’azione lineare
di isotropia di K su TeKG/K all’azione aggiunta Ad(K) sul sottospazio p.
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Nel caso particolare, in cui il gruppo G è del tipo G � G′ × G′ e K = {k =
(g, g), g ∈ G′}, con G′ compatto connesso, si ha che G/K è uno spazio simmet-
rico compatto e, se si considera il diffeomorfismo φ : G′ → G/K, φ(g) = (g, g−1)
mod K, si ha che l’azione aggiunta di K � G′ su G/K è G′-equivalente all’azione
aggiunta di G′ su sè stesso. Questo significa che l’azione dell’Esempio 1.3 è sempre
interpretabile come un caso particolare dell’azione del sottogruppo di isotropia su
di uno spazio simmetrico.

Ora, l’esistenza di sezioni per l’azione dell’esempio precedente è in realtà una
conseguenza del seguente fatto: l’azione aggiunta del sottogruppo di isotropia di uno
spazio simmetrico ammette sempre sezioni . La dimostrazione si basa sui seguenti
punti.

Si dice sistema triplo di Lie un qualunque sottospazio s ⊆ g tale che

X,Y, Z ∈ s ⇒ [X, [Y,Z]] ∈ s

e si dimostra che esiste una corrispondenza biunivoca fra le sottovarietà totalmente
geodetiche S ⊂ M passanti per eK e i sistemi tripli s contenuti in p: è facile intuire
che la corrispondenza è data dalla mappa

S �→ TeKS = s ⊆ p � TeKM.

Risulta anche che S è una sottovarietà piatta se e solo se il corrispondente sistema
triplo s è una sottoalgebra abeliana.

Si dice rango di una spazio simmetrico la dimensione massima di una sottova-
rietà piatta totalmente geodetica. Per quanto già osservato, questo corrisponde
a dire che il rango di M è la dimensione di una qualunque sottoalgebra abeliana
massimale a ⊂ p, detta sottoalgebra di Cartan della coppia (g, k). Nel nostro caso,
una qualunque sottovarietà piatta S, totalmente geodetica e passante per eK, cos-
tituisce una sezione per l’azione di K su G/K. Infatti, in analogia con le proprietà
dei tori massimali dei gruppi compatti, per ogni punto x ∈ M esiste sempre almeno
una sottovarietà piatta totalmente geodetica S′ (corrispondente ad un algebra di
Cartan a′) che contiene x e xo = eK; per di più, se indichiamo con a l’algebra di
Cartan corrispondente ad S, si può dimostrare che a e a′ sono coniugate tramite
l’azione di un elemento di K; questo prova che anche le corrispondenti sottovarietà
S ed S′ sono ottenibili l’una dall’altra per l’azione di un elemento k ∈ K e che
quindi S interseca ogni orbita.

Per controllare poi che S interseca tutte le orbite ortogonalmente, è possibile
dimostrare che questo succede se e solo se a � TxoS interseca ortogonalmente le
orbite per l’azione aggiunta K su p. D’altra parte, basandosi sulle proprietà delle
rappresentazioni dei gruppi compatti, si ha che, per ogni A ∈ p, si ottiene sempre
che p ammette una decomposizione ortogonale

p = [k, A] ⊕ pA,

dove pA = {X ∈ p : [X,A] = 0}. Dal momento che [k, A] coincide con lo spazio
tangente all’orbita in p del punto A, si deduce che, per ogni punto A ∈ a ⊆ pA, a è
ortogonale all’orbita per A.
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Concludiamo la discussione di questo esempio con la seguente importante osser-
vazione: dimostreremo fra poco (Teorema 1.9 (c)) che se una G varietà Riemanniana
M ammette sezioni, allora anche l’azione lineare di isotropia Gp su TpM , per ogni
punto p ∈ M , ammette sezioni. Segue allora subito che, per ogni spazio simmetrico
M = G/K, l’azione aggiunta di K sul sottospazio p ⊂ g della decomposizione (1.1)
ammette sempre sezioni. Tali azioni aggiunte costituiscono una classe estrema-
mente rappresentativa nella famiglia delle azioni su spazi lineari che ammettono
sezioni, come vederemo in §4.

Iniziamo dunque lo studio delle proprietà delle sezioni. La prima è la seguente
che fornisce la loro dimensione.

Proposizione 1.5. Se Σ è una sezione e k è la coomogeneità dell’azione, allora
k = dim Σ. Inoltre se p ∈ Σ è un punto regolare, esiste un intorno U(p) tale che
π : U(p) ∩ Σ → Ω è un omeomorfismo sull’immagine.

Dimostrazione. Sia p un punto regolare di Σ e sia T un intorno tubolare di
G(p). Per costruzione, T è diffeomorfo a G(p) × Br dove Br è una palla di raggio
r in TpG(p)⊥. Se indichiamo con π la naturale proiezione di T su Br, segue subito
dalle definizioni che π(Σ ∩ T) = Br. D’altra parte sappiamo che la proiezione π è
liscia, Σ ∩ T è una sottovarietà regolare di T e che dim TpΣ ≤ k per definizione di
sezione. Allora, per il Teorema di Sard, segue facilmente che π(Σ ∩ T) = Br se e
soltanto se dim Σ = dim Br = k. Da qui segue anche che, per r sufficientemente
piccolo, π è un diffeomorfismo fra la componente connessa C di Σ∩T contenente p
e Br e che quindi, per ogni aperto U(p) ⊂ T tale che U(p) ∩ Σ = C ∩ U(p),

G(U) � U × G .

Di questo fatto, il secondo enunciato è una diretta conseguenza. �

Continuiamo descrivendo alcune proprietà della natura locale delle sezioni.

Teorema 1.6. Sia Σ una sezione di una G-varietà Riemanniana (M, g) di
coomogeneità k. Allora:

a) l’insieme Σreg dei punti regolari di Σ è aperto e denso in Σ;
b) Σ è totalmente geodetica;
c) per ogni p ∈ Σ esiste un intorno Up di p in M tale che, se S indica la fetta

Gp-invariante, abbiamo
Σ ∩ U ⊆ S ∩ U .

Dimostrazione. a) Indichiamo con Σsing l’insieme chiuso dei punti singolari di
Σ. Abbiamo che

Σsing =
⋃

t∈TM

Σ ∩ M(t) .

Poiché Σ e ciascun M(t) sono sottovarietà regolari, ciascuna intersezione Σ ∩ M(t)

contiene un aperto At che è una sottovarietà regolare trasversa alle orbite di G in
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M(t). Ne segue che dim At ≤ chm(F,G) e per il Teorema III.6.10 (b), si ha che
dimAt < chm(M,G) = dim Σ. Poichè per la Proposizione III.6.2, la cardinalità di
TM è al più numerabile, abbiamo che Σreg = Σ \ Σsing è un aperto denso.

b) Dal punto (a), è sufficiente provare che l’insieme Σreg è totalmente geodetico.
Dalla definizione segue che per ogni p ∈ Σreg si ha

TpΣreg = Tp(G(p))⊥ .

Fissato p ∈ Σreg, si consideri una geodetica γ : R → M con γ(0) = p e vettore
tangente iniziale in TpΣ. Se X è un qualunque campo di Killing indotto dall’azione
di G, abbiamo

d

dt
g(γ′(t), X) = g(∇γ′(t)γ

′(t), X) + g(γ′(t),∇γ′(t)X) = 0 ,

poichè γ è una geodetica e X è un campo di Killing, ovvero in ogni punto x ∈ M
l’endomorfismo ∇X|x è antisimmetrico. Nel punto p abbiamo che g(γ′(0), X|p) = 0
e quindi g(γ′(t), X) = 0 per ogni t ∈ R; dall’arbitrarietà di X, segue che γ′(t) è
ortogonale alle orbite e quindi, per t sufficientemente vicini a 0, γ(t) giace in Σ.

c) Segue immediatamente dalla costruzione della fetta (vedi Teorema III.1.4) e
dal fatto che Σ è totalmente geodetica. �

Nel Teorema 1.6 abbiamo visto che, localmente, una sezione è contenuta in una
fetta. Vogliamo ora studiare meglio la rappresentazione di ”slice” e relazionarla
all’esistenza di sezioni.

Teorema 1.7. Sia Σ una sezione e sia p ∈ Σ con VΣ
def= TpΣ ⊂ V = Tp(G(p))⊥.

Allora la rappresentazione lineare di ”slice” di H = Gp su V ammette sezioni e VΣ

è una sezione per questa azione.

Dimostrazione. Proviamo innanzitutto che VΣ interseca ortogonalmente ogni
orbita H(v) con v ∈ V . Si consideri z ∈ VΣ e la corrispondente geodetica z(t) =
expp(tz) in M . Dal momento che Σ è totalmente geodetica ed è una sezione,
abbiamo che per ogni t

Tz(t)Σ ⊆
(
Tz(t)(G(z(t)))

)⊥
.

Si consideri su Tz(t)V la metrica indotta

g̃t = exp∗p|tzg .

Ovviamente risulta che, rispetto a tale metrica,

TtzVΣ ⊆ (Ttz(H(tz)))⊥ .

Trattandosi di spazi lineari, possiamo identificare

TzV ∼= TtzV ∼= V, TzVΣ
∼= TtzVΣ

∼= VΣ
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e indurre su TzV la metrica g̃t. D’altra parte, poichè l’azione di H è lineare,
il sottospazio tangente all’orbita H(tz) in tz coincide con il sottospazio tangente
all’orbita H(z) in z per ogni t �= 0. Possiamo allora affermare che per t �= 0,

TzVΣ ⊆ (Tz(H(z)))⊥

rispetto alla metrica g̃t. Dal momento che g̃t tende uniformemente alla metrica
g|V per t → 0, abbiamo che

TzVΣ ⊆ (Tz(H(z)))⊥

rispetto alla metrica g|V .
A questo punto, resta da dimostrare che VΣ interseca tutte le orbite. Osserviamo

dapprima che VΣ contiene almeno un punto regolare. D’altra parte, poiché Σreg

è denso in Σ, deve esistere un v ∈ VΣ tale che expp(v) sia regolare in Σ ∩ T. Di
conseguenza, per il Lemma III.6.7, v corrisponde al tipo di orbita massimale di H
ed è quindi regolare. Per la Proposizione III.6.9, la codimensione dell’orbita H(v)
è pari a chm(M,G) e quindi

dim VΣ = chm(M,G) = dim h(v)⊥ ,

dove h è l’algebra di Lie di H.
Ne segue che

VΣ = {w ∈ V ; < w, hv >= 0 } .

Fissato w ∈ V , consideriamo l’applicazione

H � h �→< hw, v > .

Dalla compattezza di H segue che tale applicazione possiede un punto critico ho e
quindi

0 =< hhow, v >=< how, hv > ,

cioè how ∈ VΣ. questo prova che VΣ interseca tutte le orbite. �

Il precedente risultato ci permette di studiare tutte le sezioni che passano per
uno stesso punto p ∈ M .Abbiamo il seguente

Teorema 1.8. Sia (M,g) una G-varietà che ammette sezioni e sia p ∈ M .
Allora

a) se p è regolare, esiste una ed una sola sezione Σ passante per p e il sottogruppo
di isotropia H = Gp fissa ogni punto di Σ, ovvero Σ ⊆ MH ;

b) se p è singolare, l’isotropia H agisce transitivamente sull’insieme delle sezioni
passanti per p; se Σ passa per p e se indichiamo con K l’isotropia Gq di un punto
regolare q ∈ Σ e con HΣ il sottogruppo di H che trasforma Σ in sè, allora

HΣ ⊆ NH(K) ,
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dove NH(K) è il normalizzatore di K in H.
L’insieme delle sezioni per p è parametrizzato da H/HΣ.

Dimostrazione. a) Dal fatto che Σ è totalmente geodetica e che dim Σ =
dimTp(G(p))⊥, segue subito che può passare una sola sezione per p. Poiché p è
regolare, la rappresentazione di ”slice” di H è banale per la Proposizione III.6.3
e quindi ogni elemento h ∈ H trasforma σ in sè e fissa ogni punto di Σ in un
oppourtuno intorno di p. Dal momento che Σ è completa, la trasformazione h ∈ H
fissa ogni punto di Σ.

b) Siano Σ1 e Σ2 due sezioni passanti per p ed indichiamo con V1 e V2 i due spazi
tangenti VΣ1 , VΣ2 rispettivamente. Sia v ∈ VΣ1 un punto regolare; dal Teorema
1.7 sappiamo che esiste h ∈ H con h(v) ∈ VΣ2 . Dal punto (a) segue che h(VΣ1) è
l’unica sezione per h(v) e quindi h(VΣ1) = VΣ2 . Ne segue che Σ2 e h(Σ1) sono due
sezioni con lo stesso spazio tangente in p; essendo le sezioni complete e totalmente
geodetiche, si ha h(Σ1) = Σ2.

Per concludere la dimsotrazione, si osservi che da (a), per ogni k ∈ K e per ogni
h ∈ HΣ, si ha h(q) ∈ Σ e quindi kh(q) = h(q) e quindi h ∈ NH(K). L’ultima parte
dell’enunciato è immediata. �

Indichiamo con GΣ il sottogruppo di tutti gli elementi g ∈ G che trasformano Σ
in se stessa. Se x ∈ Σ è un punto regolare e K = Gx è il corrispondente gruppo di
isotropia, è evidente, dalla dimostrazione del Teorema 1.8 (b), che

K ⊆ GΣ ⊆ NG(K)

e che K coincide con l’insieme degli elementi di GΣ che agiscono banalmente su Σ.
Dunque è naturale introdurre la seguente definizione.

Definizione 1.9. Il gruppo dei laterali

WΣ
def= GΣ/K ⊆ NG(K)/K

è detto gruppo di Weyl della sezione Σ.

Il gruppo WΣ è isomorfo al gruppo delle trasformazioni indotte dagli elementi
di GΣ su Σ; si noti inoltre che il gruppo G agisce transitivamente sull’insieme di
tutte le sezioni, che risulta quindi parametrizzato da G/GΣ, dove Σ è una sezione
fissata. Si noti inoltre che

WgΣ = gWΣg−1,

per ogni g ∈ G e per ogni sezione Σ.

Esempio 1.10. Se G è un gruppo compatto connesso che agisce su stesso tramite
coniugio e se T è un toro massimale, che, come abbiamo visto nell’Esempio 1.3,
costituisce una sezione Σ, allora GΣ = NG(T ) e in questo caso K = C(T ) = T ,
ovvero il gruppo di Weyl della sezione coincide con il classico gruppo di Weyl
N(T )/T (vedi [Ada]).

Vediamo ora alcune proprietà generali del gruppo di Weyl:
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Teorema 1.11. Sia Σ una sezione di una G-varietà Riemanniana M .
a) Il gruppo di Weyl WΣ è un gruppo discreto di isometrie di M ed agisce lib-

eramente sulla sottovarietà Σreg dei punti regolari di Σ. Se G è compatto, WΣ è
finito.

b) Lo spazio delle orbite Ω = M/G può essere identificato con Σ/WΣ, ovvero se
p ∈ Σ, si ha

G(p) ∩ Σ = WΣ(p).

La proiezione π : Σ → Ω (che è quindi aperta) induce un rivestimento π : Σreg →
Ωreg.

c) Per ogni punto p ∈ Σ il gruppo di Weyl della sezione TpΣ in TpG(p)⊥ è dato
da

WTpΣ = {φ ∈ WΣ; φ(p) = p}.

d) L’anello C∞(M)G delle funzioni C∞ che sono G-invarianti su M , è iso-
morfo all’anello delle funzioni C∞ su Σ che sono WΣ-invarianti; tale isomorfismo
è fornito dalla restrizione su Σ

f �→ f |Σ .

Dimostrazione. a) Fissiamo un punto x ∈ Σ regolare e ricordiamo che un
intorno U di x in Σ è una fetta. D’altra parte, se g ∈ GΣ è sufficientemente vicino
all’identità, l’elemento gx appartiene a U ; ne segue che, poichè ogni fetta di un
punto regolare interseca ogni orbita in un sol punto, gx = x, ovvero g ∈ K e
[g] = e ∈ WΣ. Ciò prova che WΣ è discreto; nel caso in cui G sia compatto, GΣ è
chiuso e quindi WΣ, essendo discreto e compatto, è finito.

b) Supponiamo che x ∈ Σ e g ∈ G con gx ∈ Σ. Ne segue che gx ∈ gΣ ∩ Σ e
pertanto, per il Teorema 1.8 (b), esiste h ∈ Ggx tale che hgΣ = Σ. Allora, hg ∈ GΣ

e gx = hgx ∈ GΣx = WΣx. In altre parole, ogni orbita G(x) ∈ Ω è univocamente
determinata dalla corrispondente orbita GΣ(x) ∈ Σ/WΣ.

Le altri parti dell’enunciato seguono direttamente da (a).
c) Si noti che (Gp)TpΣ = Gp∩GΣ; inoltre se g ∈ Gp lascia ogni punto di TpΣ fisso,

allora g lascia ogni punto di Σ fisso e cioè WTpΣ ⊂ (WΣ)p. Viceversa se φ ∈ WΣ con
φ(p) = p, allora la trasformazione data da φ trasforma, a livello di spazio tangente,
il sottospazio TpΣ in sè e quindi (WΣ)p = WTpΣ.

d) Si tratta della generalizzazione del classico teorema di Chevalley e per la
dimostrazione, che qui accenneremo solamente, facciamo riferimento a [PaTe]. In-
nanzitutto, osserviamo che, se indichiamo con Co(M)G e Co(Σ)W gli anelli delle
funzioni continue su M e su Σ, che siano G e WΣ invarianti rispettivamente,
l’applicazione r : Co(M)G → Co(Σ)W data dalla restrizione è un isomorfismo
per il punto (b). Per dimostrare che r(C∞(M)G) coincide con C∞(Σ)W , dobbiamo
provare che se F ∈ Co(M)G è tale che f = r(F ) sia C∞ su Σ, allora F ∈ C∞(M).

Sia x un punto di M e sia S una fetta centrata in x; poichè S×G(x) è diffeomorfo
ad un intorno di x in M , per provare che F è C∞, è sufficiente provare che φ = F |S
è liscia. Questo discende da due teoremi profondi, uno di Chevalley ed uno di
Schwartz e per una trattazione dettagliata di questo punto, rimandiamo a [PaTe] e
[Sch]. �
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Osservazione 1.12. Questo ultimo teorema permette di illustrare con maggiore
precisione l’utilità delle sezioni (quando esistono) nel risolvere problemi di vario
tipo. Una prima applicazione è fornita immediatamente dal punto d), in quanto
è decisamente più facile individuare l’anello delle funzioni WΣ-invarianti (WΣ è
discreto se non finito!) su Σ di quanto non sia caratterizzare l’anello C∞(M)G.

Il punto b) suggerisce un’ulteriore applicazione, usata spesso in analisi, per af-
frontare in modo alternativo il classico metodo della riduzione delle variabili o
metodo della coomogeneità. In genere, quando si studiano oggetti G-invarianti su
M (ad esempio sistemi di equazioni differenziali con soluzioni G-invarianti), si parla
di ”metodo della riduzione delle variabili” quando si sostituisce al problema origi-
nario quello analogo definito sullo spazio delle orbite Ω = M/G. Tale spazio tuttavia
ha quasi sempre nulla di più che una struttura di spazio stratificato e comunque,
spesso, non costituisce una vera e propria varietà differenziale. Se però l’azione su
M ammette sezioni, si può tentare di risolvere l’analogo problema su una sezione Σ,
cercando, tra le varie soluzioni, quelle che siano WΣ-invarianti. Un classico esempio
che permette di confrontare questi due approcci è fornito dalle tecniche usate per la
ricerca delle funzioni armoniche u su Rn, tali cioè che risolvano ∆u = 0. Se si cer-
cano le soluzioni che siano O(n)-invarianti, il metodo della riduzione delle variabili
porta a considerare f(x) = u(||x||) e a ridursi a risolvere l’equazione

∂

∂r
(rn−1 ∂f

∂r
) = 0, (1.2)

sulla semiretta [0,+∞) � Rn/O(n), con opportune condizioni al contorno in 0.
Se però si osserva che una qualunque retta per l’origine rappresenta una sezione,
possiamo determinare le funzioni armoniche O(n)-invarianti anche considerando
le soluzioni di (1.2) su tutto R, che risultano invarianti per le riflessioni rispetto
all’origine.

Concludiamo questo paragrafo osservando il seguente fatto. Per definizione, una
varietà trasversale a tutte le orbite ed ortogonale ad esse è una sezione se e solo se
è anche chiusa in M ; l’ipotesi di chiusura è una richiesta di tipo tecnico, senza la
quale, in situazioni di coomogeneità arbitrarie, le proprietà enunciate nei Teoremi
1.8 e 1.11 non sono dimostrabili. Se però M è una G-varietà Riemanniana completa
e di coomogeneità uno, esistono sempre varietà totalmente geodetiche (in realtà:
curve geodetiche) che sono trasversali e ortogonali a tutte le orbite. Diamo qui di
seguito la definizione di tali geodetiche.

Definizione 1.13. Sia (M,g) una G-varietà Riemanniana completa di coomo-
geneità uno. Una geodetica completa γ è detta geodetica normale se interseca ogni
orbita ortogonalmente.

Non è difficile verificare che una qualunque geodetica completa, passante per un
punto regolare x e che in quel punto sia perpendicolare a TxG(x), deve intersecare
tutte le orbite di M e sempre ortogonalmente. Infatti esiste il seguente utile Lemma
di validità generale
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Lemma 1.14. Sia Γ una sottovarietà chiusa, totalmente geodetica e sia x ∈ Γ
un punto regolare. Se TxΓ = Tx(Gx)⊥, allora Γ interseca ogni orbita.

Dimostrazione. Sia y ∈ M e sia σ : [0, L] → M una geodetica con σ(0) = x
e L = d(x,Gy). Poichè G agisce isometricamente, si ha che σ è una geodetica
minimizzante da Gx a Gy e quindi σ′(0) = v è ortogonale a Tx(Gx) e quindi
appartiene a TxΓ. Essendo Γ totalmente geodetica, abbiamo che σ(t) giace su Γ
per ogni t, in particolare per t = L; pertanto Γ ∩ Gy non è vuoto. �

Possiamo allora dire che ogni G-varietà Riemanniana di coomogeneità uno am-
mette almeno una geodetica normale, la quale costituirà però una sezione se e solo
se la sua immagine in M è anche chiusa.

Tuttavia, a causa del fatto che le geodetiche normali non sono altro che varietà
trasversali di dimensione uno, l’ipotesi di chiusura non risulta più essenziale e la
definizione di gruppo di Weyl ed i Teoremi 1.8 e 1.11 possono essere estesi a tutte
le varietà di coomogeneità uno complete, se si sostituisce in tutti gli enunciati la
parola sezione con geodetica normale (vedi [Ale1]). Lasciamo la dimostrazione di
questo fatto come esercizio al lettore.



126 F. PODESTÀ - A. SPIRO

§2. Criteri per l’esistenza di sezioni.

In questo paragrafo vogliamo dare alcune condizioni che assicurino l’esistenza di
sezioni per una G-varietà Riemanniana M .

Iniziamo subito osservando che sull’aperto Mreg dei punti regolari di M possiamo
definire una distribuzione regolare H come segue: per p ∈ Mreg sia

Hp = (TpG(p))⊥.

La dimensione di H coincide chiaramente con la coomogeneità di G e segue che,
se esistono sezioni, allora la distribuzione H è integrabile ed una sezione fornisce
una varietà integrale di H. Ovviamente, il viceversa non è valido, in quanto la
distribuzione H è definita solo nell’aperto dei punti regolari ed inoltre, anche nel
caso in cui sia definita ovunque, una sottovarietà integrale non necessariamente è
una sottovarietà chiusa. Infatti abbiamo già visto un esempio (Esempio 1.2),in cui
la semplice integrabilità della distribuzione H non implica l’esistenza di sezioni.

Da queste prime osservazioni, segue allora che una possibile strategia per de-
terminare condizioni necessarie e equivalenti all’esistenza di sezioni sia quella di
cercare condizioni equivalenti all’integrabilità di H, da un lato, e di ulteriori criteri
che implichino poi l’estendibilità delle varietà integrali di H in Mreg a sottovarietà
chiuse e trasversali a tutte le orbite di M , dall’altro.

Cominciamo allora con lo studio dell’integrabilità di H.
Fissiamo un punto regolare p ∈ Mreg e consideriamo il gruppo di isotropia Gp

con algebra gp; poichè Gp è compatto, possiamo considerare una decomposizione
riduttiva (vedi §I.6.3) dell’algebra g di G

g = gp ⊕ mp ,

dove mp è un sottospazio complementare a gp e Ad(Gp)-invariante. Identificando
l’algebra g con l’algebra delle trasformazioni infinitesime corrispondenti, è evidente
che mp descrive un sottospazio di campi di Killing X, i cui valori Xp in p generano
l’intero spazio tangente all’orbita G(p). Se X ∈ g è un qualunque campo di Killing
in g, possiamo considerare l’endomorfismo AX : TpM → TpM dato da

AX(Y ) = ∇Y X|p,

dove ∇ indica la connessione di Levi-Civita di una qualunque metrica Riemanni-
ana G-invariante; è ben noto che l’endomorfismo AX risulta antisimmetrico (cfr.
[KoNo], vol I).

Consideriamo allora la seguente condizione:

AX(Hp) ⊂ TpG(p), per ogni X ∈ mp (C)

e dimostriamo il seguente teorema, dovuto a Szenthe ([Sze]), che mette in relazione
l’esistenza di sezioni con la condizione (C).
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Teorema 2.1. La distribuzione H è integrabile se e solo se per ogni punto
regolare p ∈ Mreg e comunque si fissi una decomposizione riduttiva

g = gp ⊕ mp,

vale la condizione (C).

Dimostrazione. Per il Teorema di Frobenius, la distribuzione H è integrabile
se e solo se è involutiva. Siano U, V due campi su Mreg che siano sezioni di H e sia
X ∈ g. Abbiamo

< X, [U, V ] >=< X,∇UV −∇V U >=

= U < X,V > − < ∇UX,V > −{V < X,U > − < ∇V X,U >} =

= 2 < AXV,U > .

Segue allora che il campo [U, V ] è ancora una sezione di H se e solo se per ogni
X ∈ g

0 =< AXV,U > ,

e questa condizione è equivalente a (C). �

La dimostrazione del Teorema di Szenthe fornisce in realtà maggiori informazioni.
Infatti:

Proposizione 2.2. Se H è integrabile, ogni sottovarietà integrale massimale Q
di H è totalmente geodetica.

Dimostrazione. Sia p ∈ Q ⊂ Mreg e sia X ∈ mp. Per ogni coppia di campi
U e V su Q, abbiamo, per il Teorema 2.1, che sia AX(U)|p che AX(V )|p sono in
Tp(G(p)) e quindi ortogonali ad H. Perciò,

0 =< ∇UX,V >= U(< X,V >)− < X,∇UV >= − < X,∇UV > .

Per l’arbitrarietà di X, questo dimostra che ∇UV è ancora un campo su Q. �

Dalla Proposizione 2.2, segue che se risultasse possibile incollare alcune sottova-
rietà integrali massimali di H per determinare una sottovarietà S trasversale alle
orbite di tutti i punti (regolari e non), questa sottovarietà risulterebbe essere, per
continuità, ovunque totalmente geodetica. Vogliamo dimostrare che tale operazione
di incollaggio è sempre effettuabile e determina sempre una sottovarietà immersa
totalmente geodetica, ma non necessariamente regolare.

La costruzione di tale sottovarietà necessita di alcune preliminari definizioni.
Sia γ : [0, 1] → M una geodetica che abbia un segmento contenuto in una

sottovarietà integrale Q di H: un qualunque punto di bordo dell’intersezione Q ∩
γ([0, 1]) è detto punto di bordo per Q e l’insieme P di tutti i punti di bordo di
Q (che ovviamente contiene Q ed è incluso nella chiusura Q) è detta sottovarietà
integrale massimale chiusa (brevemente i.m.c.).
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Se x ∈ P è un punto interno di Q, si considera come spazio tangente TxP lo
spazio tangente TxQ, mentre se x ∈ ∂Q è un punto di frontiera, si definisce TxP con
la seguente costruzione. Se φ : [0, 1] → M è una curva liscia tale che φ([0, 1)) ⊂ Q e
φ(1) = x, si pone TxP come l’immagine, tramite il trasporto parallelo lungo φ, del
sottospazio Tφ(0)Q; è facile verificare che tale sottospazio non dipende dalla scelta
della curva φ, poichè Q è totalmente geodetica.

Due sottovarietà i.m.c. P e P ′ vengono dette contigue in un punto x se x è un
punto interno di P e P = P ′, oppure se x è di bordo per entrambe le sottovarietà
e TxP = TxP ′. Inoltre, date due sottovarietà i.m.c. P e P ′, diremo che P ′ è
accessibile da P se esiste una sequenza di sottovarietà i.m.c. P0, . . . , Pk, tale che
P = P0, P ′ = Pk e che, per ogni 0 ≤ i ≤ k − 1, le varietà Pi e Pi+1 siano
contigue. L’accessibilità è chiaramente una relazione di equivalenza sull’insieme
delle sottovarietà i.m.c.. Indichiamo con SP la classe di equivalenza di tutte le
i.m.c. accessibili a P e sia SP l’unione delle sottovarietà i.m.c. contenute in SP .
Abbiamo allora il seguente risultato.

Teorema 2.3. Per ogni i.m.c. P , l’insieme SP è una sottovarietà immersa
(ma non necessariamente regolare o chiusa in M), la cui immagine è totalmente
geodetica ed intersecante ortogonalmente tutte le orbite.

Dimostrazione. Prima di tutto, vogliamo far vedere che, se x è un punto di
bordo di una sottovarietà i.m.c. P , allora esiste un cono C(x,P ) ⊂ TxP con parte
interna non vuota, tale che, per ogni intorno sufficientemente piccolo U di x, si
abbia

U ∩
◦
P = U ∩ expx(C(x,P )) .

A questo scopo, si consideri un tubo lineare T = Ψ(G ×H V ) dove, come al solito,
V = Tx(G(x))⊥ e H = Gx. Ogni geodetica γ(t) passante per x e perpendicolare a
G(x) è immagine secondo Ψ della curva

γ̃(t) = tvo ∈ V

per qualche vo ∈ V . Ora, se per qualche to, il punto γ̃(to) è un punto regolare per
l’azione di H allora tutti i punti γ̃(t) con 0 < t < to sono regolari. Di conseguenza
anche tutti i punti di γ(t) sono regolari (vedi Lemma III.6.7).

Dal momento che P è totalmente geodetica, se y = exp(tovo) ∈ P ∩ expx(V ),
anche tutti i punti exp(tvo), 0 < t < to sono punti regolari ed appartenenti a P .
Questo significa che l’insieme C(x,P ) dei vettori v ∈ V tali che

expx(v) ∈
◦
P

costituisce un cono C(x,P ) di TxP ⊆ V ⊂ TxG(x)⊥. Un immediato confronto di
dimensioni, mostra poi che C(x,P ) ha necessariamente parte interna non vuota.

Dopo questo risultato, vogliamo ora mostrare che se P1, . . . , Pn sono tutte e solo
le varietà i.m.c. che sono fra loro contigue in un punto x, allora l’unione dei coni

Cx = C(x,P1) ∪ · · · ∪ C(x,Pn)
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è un sottoinsieme denso di Z def= TxP1 = TxP2 = · · · = TxPn.
Se cos̀ı non fosse, il complementare C ′

x = Z \C sarebbe un cono con interno non
vuoto. Per la proprietà precedentemente dimostrata, esiste allora un cono aperto

W ⊂
◦

C ′
x \ {x} costituito solo da punti regolari. Ma allora l’esponenziale expx(W )

deve essere contenuto in una varietà i.m.c. Po necessariamente contigua in x a tutte
le altre Pi ma distinta da queste e questo è impossibile.

Dal fatto che tutte le i.m.c. sono chiuse, possiamo concludere che, per ogni
x ∈ SP e x ∈ ∂P ′, allora esiste un intorno U di x tale che

U ∩ expx(TxP ′) = U ∩ exp(Cx) = U ∩ SP .

Lo stesso accade banalmente anche se x ∈ SP è punto interno di qualche i.m.c..
Questo conclude la dimostrazione del fatto che SP è una sottovarietà immersa e to-
talmente geodetica. Si controlla poi che S interseca tutte le orbite ortogonalmente,
osservando che l’insieme delle orbite intersecate in tal modo da S è aperto e denso
in Ω = M/G. �

Dai Teoremi 2.1 e 2.3, abbiamo allora che M ammette sezioni se e solo se vale
la condizione (C) e se per qualche i.m.c. P , la sottovarietà SP risulta regolarmente
immersa e chiusa. In particolare, abbiamo il seguente utile criterio di esistenza.

Corollario 2.4. Se vale la condizione (C) ed ogni sottovarietà immersa total-
mente geodetica di M è una varietà regolare e chiusa, allora M ammette sezioni.

Concludiamo questo paragrafo ricordando che, oltre alla condizione (C), altri
criteri per dimostrare l’integrabilità di H possono essere determinati utilizzando il
fatto che H è anche la distribuzione orizzontale per la submersione Riemanniana
π : Mreg → Mreg/G. Si possono cos̀ı ottenere altre condizioni necessarie e suffici-
enti all’integrabilità, implicate direttamente dai classici risultati della teoria delle
submersioni Riemanniane. Rimandiamo il lettore interessato ad [ONe] e [PaTe].
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§3. Azioni asistatiche.

Dimostreremo fra breve che, dato un punto regolare p di una G-varietà Rie-
manniana, la verifica in p della condizione (C) di §4.2, può limitarsi allo studio di
quelle trasformazioni infinitesime che sono invarianti per l’azione aggiunta del sot-
togruppo di isotropia Gp. Seguirà allora che le G-varietà che non ammettono simili
trasformazioni infinitesime invarianti, dette varietà con azione asistatica soddisfano
automaticamente la condizione (C) e quindi rappresentano una classe particolar-
mente importante di G-varietà. Dedicheremo il resto di questo paragrafo allo studio
delle loro proprietà principali, fra cui quella di ammettere sempre sezioni, indipen-
dentemente dalla metrica Riemanniana G-invariante considerata.

Cominciamo mostrando che la condizione (C) è in pratica verificata automati-
camente da tutti gli elementi di un particolare sottospazio di mp.

Proposizione 3.1. Usando le notazioni dei paragrafi precedenti, sia p un punto
regolare di M e si consideri una decomposizione riduttiva dell’algebra g di G:

g = gp ⊕ mp . (3.1)

Allora AX(Hp) ⊂ Tp(G(p)) per ogni X ∈ [gp,mp].

Dimostrazione. Scegliamo Y ∈ mp, Z ∈ gp ed un vettore U ∈ Hp. Si osservi
che, dal momento che per ogni punto regolare q la rappresentazione di isotropia di
Gq su Hq è banale, si può sempre estendere il vettore U ad un campo G-invariante,
sempre denotato con U , definito su di un intorno opportuno dell’orbita G(p). Os-
serviamo ora che se g ∈ Gp, abbiamo

∇dg(Y )dg(U) = dg(∇Y U),

poichè ogni g agisce come un’isometria. Inoltre, se denotiamo con W⊥ la compo-
nente di un qualunque vettore tangente W ∈ TpM in Hp, abbiamo anche che

(∇dg(Y )dg(U))⊥ = (dg(∇Y U))⊥ = dg((∇Y U)⊥) = (∇Y U)⊥ ,

dal momento che dg agisce banalmente su Hp. D’altra parte, U è G-invariante e
quindi possiamo anche affermare che

(∇Y U)⊥ = (∇dg(Y )dg(U))⊥ = (∇dg(Y )U)⊥ .

Se ora scegliamo una curva in Gp del tipo gt = exp(tZ), differenziando in t la
precedente eguaglianza, otteniamo che

(∇[Z,Y ]U)⊥ = 0 ,

il quale, in conseguenza del fatto che [[Z, Y ], U ] = 0, porta ad affermare

A[Z,Y ]U ∈ TpG(p) ,
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come volevasi dimostrare. �

Ora, se p è un punto regolare con decomposizione riduttiva (3.1), posto per
comodità K = Gp, è noto che la rappresentazione Ad(Ko) su mp (Ko = componente
connessa dell’identità) si decompone in azione sui seguenti fattori irriducibili (vedi
[Ada])

mp = mo ⊕ m1 ⊕ · · · ⊕ mk ,

dove mo denota l’insieme dei punti fissi di Ad(Ko), mentre Ko agisce irriducibil-
mente su ciascun mi per i = 1, . . . , k. In particolare, per ogni 1 ≤ i ≤ k,

[gp,mi] = mi .

Pertanto, grazie al Teorema 2.1 ed al fatto che l’azione aggiunta di Ko è equiva-
lente alla rappresentazione di isotropia di Ko su TpG(p), otteniamo direttamente il
seguente risultato.

Teorema 3.2. La distribuzione H è integrabile se e solo se, per ogni punto
regolare p ∈ M∗, data una qualunque decomposizione riduttiva (3.1) di gp,

AX(Hp) ⊂ TpG(p)

per ogni X ∈ mp invariante per l’azione aggiunta della componente connessa Go
p

dell’isotropia.
In particolare, se per ogni punto regolare p non esiste alcun vettore tangente non

nullo in TpG(p) che sia fissato da Go
p, allora la distribuzione H è integrabile.

Il precedente teorema mostra l’utilità di introdurre la seguente definizione.

Definizione 3.3. Uno spazio omogeneo G/K (con azione di G propria) è detto
asistatico se la rappresentazione di isotropia di K non ammette alcun vettore non
nullo invariante. Una G-varietà Riemanniana M è detta asistatica se esiste un
punto regolare p ∈ M∗ tale che G(p) sia una varietà asistatica.

È chiaro che nella definizione precedente, se esiste un punto regolare in cui è
soddisfatta la condizione suddetta, allora è soddisfatta in ogni altro punto regolare.
Altra osservazione importante è che la condizione di asistaticità su M riguarda
unicamente le proprietà algebriche dello spazio omogeneo G/Gp ed è quindi con-
trollabile in modo indipendente dalla conoscenza o meno della metrica Riemanni-
ana G-invariante. Diamo subito alcune condizioni equivalenti all’asistaticità di uno
spazio omogeneo.

Proposizione 3.4. Una varietà omogenea M = G/K dotata di una metrica
Riemanniana invariante è asistatica se si verifica una delle seguenti condizioni e-
quivalenti:

1) la rappresentazione di isotropia di K non ha vettori invarianti non nulli;
2) non ci sono campi G-invarianti non nulli su G/K;
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3) il gruppo NG(K)/K è discreto;
4) due punti distinti sufficientemente vicini hanno stabilizzatori diversi.

Dimostrazione. Sia p = eK ∈ G/K. Per provare che (1) e (2) sono equivalenti,
basta notare che se X ∈ TpM è invariante per la rappresentazione di isotropia, esso
può essere esteso (in modo unico) ad un campo G-invariante.

Per provare che (1) e (4) sono equivalenti, osserviamo che esiste un intorno U di
p tale che U ∩ MK = U ∩ expp(V ), dove MK denota l’insieme dei punti fissi di K
e V = {v ∈ TpM ; dg(v) = v, g ∈ K}; infatti basta scegliere U = expp(Dr), dove
Dr = {v ∈ TpM ; ||v|| < r} per r sufficientemente piccolo.

Ne segue che se q ∈ U \ {p}, allora Gq coincide con K se e solo se q ∈ MK \ {p},
ovvero se e solo se V �= {0}.

Per provare l’equivalenza con il punto (3), consideriamo una decomposizione
Ad(K)-invariante dell’algebra di Lie g di G

g = k ⊕ m,

dove k è l’algebra di K. Se X ∈ ng(k), ovvero se [X, k] ⊂ k, e se indichiamo con X ′

la sua componente lungo m, segue che [X ′, k] ⊂ k∩m = {0}, ovvero X ′ centralizza k.
Pertanto se vale (1), X ′ = 0 e questo implica che NG(K)/K è discreto. Viceversa
se vale (3), un qualunque vettore X ∈ m che sia Ad(K)-invariante deve essere nullo
perchè elemento di ng(k) ∩ m = k ∩ m = {0}. �

Ecco dunque le principali proprietà delle G-varietà asistatiche, fra cui, come
accennato, l’esistenza di sezioni (vedi [AlAl2]).

Teorema 3.5. Sia M una G-varietà asistatica con metrica Riemanniana G-
invariante g. Sia poi K lo stabilizzatore di un punto regolare p ∈ M .

1) Ogni componente connessa dell’insieme dei punti fissi MK è una sezione.
Viceversa ogni sezione è una componente connessa di un insieme MH , dove H è
lo stabilizzatore di un opportuno punto regolare.

2) La cardinalità dell’insieme delle componenti connesse di MK è pari alla car-
dinalità dell’insieme di classi laterali N/W , dove N = NG(K)/K e W è il gruppo
di Weyl di una sezione.

3) Dato un punto y ∈ M , denotiamo con H lo stabilizzatore Gy e sia K ⊂
H un sottogruppo di isotropia regolare. Esiste una corrispondenza biunivoca tra
a) sottogruppi L di H coniugati in H a K; b) elementi dell’insieme di laterali
H/NH(K); c) sezioni che passano per il punto y.

4) Se Σ è una sezione, y ∈ Σ e W il suo gruppo di Weyl, allora Wy = NH(K)/K,
dove H = Gy e K ⊂ H è un sottogruppo di isotropia regolare.

Dimostrazione. 1) È noto che MK (dove K = Gp, p punto regolare) è una
sottovarietà regolare totalmente geodetica (vedi [Kob]) e che Tp(MK) = {v ∈
TpM ; dg(v) = v, g ∈ Gp}. Se y ∈ MK ∩ Mreg, allora K = Gy. Allora

TyMK = { v ∈ TyM : k∗v = v k ∈ K } =

= { v ∈ TyM : g∗v = v g ∈ Gy } = Ty(G(y))⊥ ,
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dove l’ultima uguaglianza deriva dalla definizione di asistaticità e dalla Proposizione
III.6.3. Dunque ogni componente connessa Σ di MK interseca le orbite dei suoi
punti regolari ortogonalmente e quindi, per continuità, interseca ortogonalmente
anche le orbite di ogni altro suo punto.

Resta da provare che Σ interseca ogni orbita. Ma questo è una conseguenza
immediata del Lemma 1.13.

La seconda asserzione segue dal fatto che ogni altra sezione è ottenibile come
g(Σ) per un opportuno g ∈ G.

2) Poichè ogni componente di MK è una sezione, l’una è ottenibile dall’altra
tramite l’azione di un elemento di NG(K)/K, che pertanto agisce sull’insieme delle
componenti connesse transitivamente; il gruppo di Weyl W è l’insieme delle trasfor-
mazioni di NG(K)/K che preserva una componente Σ, da cui la tesi.

3) Sia y ∈ M e sia K ⊂ H = Gy. Se x ∈ MK , chiaramente appartiene esatta-
mente ad una ed una sola componente MK

x di MK . D’altra parte il gruppo H agisce
transitivamente sull’insieme delle sezioni che passano per il punto y (vedi Teorema
1.8 (b)); quindi ogni altra sezione per y si può scrivere come hMK

x = MhKh−1

x per
qualche h ∈ H ed è determinata dal sottogruppo hKh−1 che è coniugato a K in
H.

4) È chiaro che Wy ⊂ NH(K)/K, poichè Wy ⊂ H/K ∩ NG(K)/K. Inoltre se
n ∈ NH(K)/K, esso preserva MK e quindi mantiene fissa Σ in quanto Σ è l’unica
componente di MK che contiene y. Ne segue che NH(K)/K = Wy. �

Si noti che, in pratica, non sempre risulta facile stabilire se una G-varietà sia
asistatica oppure no. Nel caso però in cui il gruppo G sia compatto, esiste un
semplice criterio.

Criterio 3.6. Sia M = G/K uno spazio omogeneo con G compatto. Se K è di
rango massimo, allora M è una G-varietà asistatica.

Dimostrazione. Infatti, sappiamo che K ha rango massimo se e solo se χ(M) �=
0 (vedi Teorema I.6.19 (b)). D’altra parte, se M non fosse G-asistatica, esisterebbe
un campo di vettori G-invariante mai nullo e quindi χ(M) sarebbe nulla. �



134 F. PODESTÀ - A. SPIRO

§4. Azioni polari.

Nel Teorema 1.7, abbiamo visto che se esiste una sezione, allora la rappresen-
tazione lineare di ”slice” di Gp sullo spazio normale (TpG(p))⊥ ammette sezioni.
Questo fatto non solo mostra l’esistenza di numerosi spazi vettoriali V con azione
di un gruppo G che ammette sezioni, ma fa anche capire, tramite il Teorema del
Tubo, come sia l’importante lo studio di tali spazi vettoriali al fine della descrizione
di generiche G-varietà con sezioni.

Il presente capitolo è rivolto proprio a questo tipo di azioni lineari, chiamate
azioni polari . Enunciamo in modo formale la loro definizione.

Definizione 4.1. Sia ρ : G → O(V ) una rappresentazione ortogonale di un
gruppo compatto G su uno spazio vettoriale V . Se tale azione ammette sezioni, si
dice che l’azione è polare.

Le azioni polari sono state studiate e classificate da J. Dadok ([Dad]) e vogliamo
qui esporre alcuni dei suoi risultati.

Indichiamo con <,> un prodotto scalare su V che sia G-invariante e osserviamo
che, se g denota l’algebra di Lie di G, allora per ogni v ∈ V , lo spazio tangente
all’orbita Gv è dato da gv. Iniziamo allora con il seguente

Lemma 4.2. Per ogni v ∈ V sia

av = {u ∈ V ; < u, gv >= 0 } = (gv)⊥.

Il sottospazio av interseca tutte le orbite.

Dimostrazione. Sia w ∈ V e consideriamo l’applicazione g �→< gw, v >.
Poichè il gruppo G è compatto, esiste un punto critico go ∈ G. In tal punto

0 =< ggow, v >=< gow, gv >,

ovvero gow ∈ av ∩ G(w). �

Per il Lemma 4.2 è chiaro che una sezione di V (se esiste) deve essere un sot-
tospazio vettoriale (essendo totalmente geodetica e passante per l’origine) e co-
incidente con il sottospazio avo di qualche punto regolare vo. Infatti abbiamo la
seguente

Proposizione 4.3. Fissato un punto regolare vo ∈ V , l’azione di G è polare se
e solo se è soddisfatta una delle seguenti condizioni equivalenti:

a) per ogni u ∈ avo , si ha < gu, avo >= 0;
b) per ogni v ∈ V regolare, gv = k(gvo) per qualche k ∈ G;
c) per ogni v ∈ V regolare, av = k(avo) per qualche k ∈ G.

Dimostrazione. Grazie al Lemma 4.2, è chiaro che avo è una sezione se e solo
se vale (a). Dobbiamo provare che (b) e (c) sono equivalenti ad (a). Le condizioni
(b) e (c) sono equivalenti tra di loro perchè l’azione di G è isometrica; inoltre se
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vale (a), allora avo è una sezione e per ogni punto regolare passa esattamente una
sola sezione che deve essere una traslata della sezione avo , vale a dire (c). Resta
allora da provare che (c) implica (a).

A tal proposito, poniamo

b = {v ∈ avo ;< gv, avo >= 0},

che è chiaramente un sottospazio di avo . Dobbiamo dunque far vedere che b coincide
con avo . Allo scopo, premettiamo il seguente lemma.

Lemma 4.4. Se x ∈ avo \ b è regolare, l’intersezione G(x) ∩ b è vuota.

Dimostrazione del Lemma. Supponiamo per assurdo che x sia uguale a x =
hy per qualche h ∈ G e qualche y ∈ b. Poichè x e y sono regolari e dal fatto che
< gy, avo >= 0, abbiamo che

avo = (gy)⊥ = ay :

infatti, (gy)⊥ deve avere dimensione minima possibile e deve quindi coincidere con
avo . Di conseguenza, si ha anche che

havo = (gx)⊥ = ax

e, poichè anche x è regolare e appartiene a avo , si ha

havo = ax = avo

cioè h stabilizza avo . Ne segue che

< gx, avo > =< ghy, avo >=< hh−1ghy, avo >=

=< hgy, avo >=< gy, h−1avo >=< gy, avo >= 0 ,

ovvero x ∈ b: contraddizione. �

Dal momento che vo ∈ avo è regolare, esiste un intorno di vo in avo di punti
regolari e quindi, se per assurdo il sottospazio b (che ovviamente contiene vo, data
l’azione isometrica di G) fosse propriamente contenuto in b, sarebbe possibile deter-
minare un elemento regolare w ∈ avo \b. Per l’ipotesi (c), esiste un elemento k ∈ G
tale che kaw = avo . Ma allora, osservando che w ∈ aw, abbiamo che kw ∈ avo e
che, per questione di dimensioni,

akw = (gkw)⊥ = avo ,

ovvero kw ∈ b. Ma questo è impossibile per il Lemma 4.4. �

Il seguente teorema fornisce un ingrediente essenziale nella classificazione delle
azioni polari, in quanto permette di ridursi al caso di rappresentazioni irriducibili:
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Teorema 4.5. Sia G un gruppo compatto connesso e sia ρ : G → SO(V ) una
rappresentazione polare. Se V = V1 ⊕ V2 con Vi (i = 1, 2) sottospazi G-stabili,
allora:

a) le rappresentazioni ρi : G → SO(Vi) sono polari (i = 1, 2) e se a è una sezione
in V , allora i sottospazi ai = a ∩ Vi sono sezioni in Vi, (i = 1, 2) ;

b) ogni sezione a ⊂ V è della forma a = a1 ⊕ a2; in particolare dim(V/G) =
dim(V1/G)+dim(V2/G), (qui, per ’dimensione’ di uno spazio di orbite, intendiamo
la coomogeneità dell’azione);

c) fissata una sezione a = a1 ⊕ a2, si definiscano le seguenti sottoalgebre di g
date da

hi = {X ∈ g; Xv = v , ∀v ∈ aj , j �= i}, i = 1, 2;

se H1, H2 sono i sottogruppi connessi corrispondenti alle algebre h1, h2, allora g =
h1 + h2 e G = H1 · H2; inoltre la rappresentazione

π :H1 × H2 → SO(V1 ⊕ V2)

π((h1, h2))(v1 + v2) = (h1v1, h2v2)

è polare e le sue orbite coincidono con le orbite di ρ.

Dimostrazione. a) Sia a una sezione e si definiscano i sottospazi

ai = a ∩ Vi i = 1, 2.

Si scelgano poi due vettori vi ∈ Vi in modo tale che il vettore v1 + v2 sia regolare e
che quindi a = av1+v2 . Allora

ai ={u ∈ Vi;< u,X(v1 + v2) >= 0 X ∈ g}
= {u ∈ Vi; < u,Xvi >= 0 X ∈ g} = (gvi)⊥ ∩ Vi

.

Per il Lemma 4.2, segue subito che ogni sottospazio ai interseca ogni orbita di G
in Vi ed essendo incluso in a deve intersecare tali orbite ortogonalmente. Questo
dimostra (a).

b) Dimostreremo l’asserzione per induzione sulla dimensione di V . Fissiamo una
sezione a1 in V1 e sia v1 un punto regolare per l’azione di G su V1. Notiamo che
av1 = a1 ⊕ V2: infatti sia x ∈ av1 con x = x1 + x2; è chiaro che < x, gv1 >= 0 se e
solo se < x1, gv1 >= 0, ovvero se e solo se x1 ∈ a1.

Consideriamo ora il sottogruppo Gv1 che agisce su av1 : dal Teorema 1.7, segue
che tale azione è polare con sezione a, dove a è una sezione in V . Ma, eccettuato il
caso banale, dim(av1) < dimV e quindi, per ipotesi induttiva, abbiamo che

a = a1 ⊕ (a ∩ V2) = a1 ⊕ a2 ,

come volevamo dimostrare. Si noti che la dimostrazione implica anche che Gv1 e G
agiscono su V2 con le stesse sezioni e quindi con le stesse coomogeneità.

c) Scegliamo vi ∈ Vi, i = 1, 2 due punti regolari per l’azione di G su ciascun Vi.
Allora se per ogni z ∈ V indichiamo con gz l’algebra di isotropia, abbiamo che le
due sottoalgebre hi sono identificabili con le algebre di isotropia hi = gvj , j �= i,
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i, j = 1, 2. Dall’osservazione fatta nella dimostrazione del punto precedente, segue
che

h2v2 = gv2, h1v1 = gv1.

Inoltre se scegliamo v1, v2 in modo che v1 +v2 sia regolare, abbiamo, dal punto (b),
che

dimG − dim Gv1+v2 = 2 dimG − dim Gv1 − dimGv2 .

Ma Gv1+v2 = Gv1 ∩ Gv2 e quindi segue che

g = gv1 + gv2 = h1 + h2, (4.1)

da cui G = H1 · H2 = H2 · H1. Poichè tramite la rappresentazione π, ciascun Hi

agisce solo su Vi, abbiamo che, per ogni g ∈ G con g = h1h2 (hi ∈ Hi, i = 1, 2) e
per ogni vi ∈ Vi,

g(v1 + v2) = h1h2(v1 + v2) = h1v1 + h2v2,

da cui G(v1 + v2) ⊂ (H1 × H2)(v1 + v2). Da (4.1) ed essendo entrambe le orbite
connesse, concludiamo che coincidono. �

Come già detto, J. Dadok ha ottenuto un teorema di classificazione di tutte le
rappresentazioni polari irriducibili, le quali, congiuntamente al Teorema 4.5 portano
alla completa descrizione di tutte le rappresentazioni polari.

Il teorema di classificazione riconduce quasi tutte le rappresentazioni polari alle
rappresentazioni di isotropia degli spazi simmetrici, già discusse nell’ Esempio 1.4
in §1. Per poterlo enunciare, abbiamo però bisogno della seguente definizione.

Definizione 4.6. Sia G un gruppo connesso compatto; una rappresentazione π :
G → SO(V ) verrà detta una s-rappresentazione, se esiste un’algebra semisemplice
h con decomposizione di Cartan

h = k ⊕ p,

un isomorfismo di algebre A : g → k ed un isomorfismo L : V → p tale che

L(π(X)(y)) = [A(X), L(y)], X ∈ g, y ∈ V .

Il risultato principale, per la cui dimostrazione rimandiamo all’articolo originale
di J. Dadok ([Dad]), è dunque il seguente:
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Teorema 4.7. Sia π : G → SO(V ) una rappresentazione irriducibile, polare di
un gruppo connesso compatto G. Allora o π è una s-rappresentazione oppure è una
delle seguenti rappresentazioni eccezionali (K indica l’isotropia regolare e k indica
la coomogeneità):

V G K k

R7 G2 SU(3) 1
R8 Spin(7) G2 1

R3 ⊗ R8 SO(3) × Spin(7) SU(2) 3
R2 ⊗ R4n SO(2) × Sp(n) T 1 × Sp(n − 1) 4n + 1
R2 ⊗ R7 SO(2) × G2 SU(3) 7
R2 ⊗ R8 SO(2) × Spin(7) G2 8
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